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1. Fejezet

Bevezeto

Niels Bohr 1913-ban, annak érdekében, hogy megkapja a hidrogén atom
kvantalt energiaszintjeit, a klasszikus mechanikat ad hoc szabalyokkal egé-
szitette ki. Bohr ellentmondasos kvantéalasi szabélyai a kvantummechanika
megsziiletésével valtak érthetévé 12 évvel késébb. Ekdzben Bohr szabalyait
altalanositottak, és alkalmaztak mas rendszerekre is. A legismertebb ilyen
probalkozasok Sommerfeldt6l, Kramerstsl és Paulitol szarmaznak. Azon-
ban mindezek az er6feszitések sikertelenek maradtak komplexebb atomok,
mint példaul a hélium, esetén. Albert Einstein, egy 1917-ben irt cikkében
|[Einstein 1917] forditva tette fel a kérdést, és megvizsgalta, hogy melyek
azok a rendszerek, amelyekben a Bohr-Sommerfeld kvantéalasi szabalyokat
egyaltalan alkalmazni lehet. Arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a kvantéalasi
szabalyok csak olyan rendszerekben alkalmazhatok, melyek fazisterében a
klasszikus palyak toéruszokon helyezkednek el. Ma ezeket a rendszereket in-
tegralhatonak nevezziik. A nem-integralhato6 rendszerek, melyeket ma kaoti-
kusnak neveznénk, nem kvantalhatok ezzel a modszerrel. A legalabb harom
valtozot tartalmazo generikus differencial egyenletekhez altalaban nem talal-
hatok els6 integralok, melyek segitségével azokat megoldhatnank, igy benniik
a dinamika nem-integralhato ill. kaotikus lesz. A Hélium atom esetén pon-
tosan ez a probléma jelentkezik. Rogzitett magot tekintve, a két egyméssal
kolcsonhato elektron kaotikus mozgést folytat.

Einstein cikkére az els6 negyven évben mindossze egy hivatkozas érkezett
[Lanczos 1949]. A cikket 1958-ban fedezte fel tijra J. B. Keller [Keller 1958] az
integralhato rendszerek szemiklasszikus kvantalasa kapcsan. Keller és Maslov
munkii nyoman ekkor nyerték el végleges alakjukat az integralhat6 rendsze-
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rek torusz kvantalasanak in. EBK (Einstein-Brillouin-Keller) formulai,

1
A, — . /4 1.1
o %p,dqZ = h(n; + pi/4), (1.1)

ahol p; és ¢; egy konjugélt impulzus és koordinata par, n;, = 0,1,2... egész
szam, u; pedig a Maslov index, mely a hatarfeltételektsl fiiggéen a 0,1,2,3
vagy 4 értékeket veheti fel.

A szemiklasszikus kozelités formalisan a kvantummechanika 7 — 0 ha-
taresetben vett aszimptotikus kozelitése. Ebben a kozelitésben az elektron
de Broglie hullamhossza, A ~ h/p, révid, ami lehet6vé teszi, hogy az elek-
tron palyakat klasszikusnak tekintsiik, és kvantumos viselkedésiiket csupan a
klasszikus palyak kozt fellépd hullam interferencia soran vegyiik figyelembe.
A rovidhullama kozelités minden hullAmegyenlet esetén alkalmazhato. A
kozelités radar, sonar és geofizikai alkalmazasokban betoltott kulcsszerepe
okozta, hogy a negyvenes évek eleje és az Gtvenes évek vége kozott egyiltalan
nem jelentek meg e témaban publikacidk.

A szemiklasszikus kozelités nem-integralhato rendszerekre valo kiterjesz-
tését végiil Martin Gutzwiller adta meg 1967 és 1969-ben megjelent cikkeiben
[Gutzwiller 1967, Gutzwiller 1969], néhany héttel Roger Balian és Claude
Bloch hasonlo eredményei el6tt |[Balian, Bloch 1970, Balian, Bloch 1971].
Gutzwiller a kristalyos szilicium elektron szerkezetét vizsgélta. A szilicium
kiils6 elektonjai a mag Coulomb vonzasat érzik, és klasszikusan Kepler féle
ellipsziseken mozognanak, azonban a racsszerkezet és kozvetetten a kolcson-
hatasok miatt, az elektron effektiv tomege iranyonként erdsen eltérs. Igy
az tn. anizotrop Kepler probléméahoz [Gutzwiller 1970, Gutzwiller 1971,
Gutzwiller 1973, Gutzwiller 1977] (AKP) jutunk, melyben az elektronok moz-
géasa ergsen kaotikus. Gutzwiller az elektron szemiklasszikus allapotsiirtiségét
a propagator Feynman [Feynman 1948| féle palya integral alakjanak sta-
cionérius fazis kozelitésébdl szarmaztatta le. Az igy kapott un. trace formula
az allapotsiirtiséget a klasszikus periodikus pélydkra vett végtelen Osszeg
alakjaban allitja eld,

rSp (E)+inrpp /4

Q(E) th p|det )|1/2’ (1'2)

ahol p indexeli a rendszer primitiv (egyszeri koriiljaras utani) periodikus
palyait, r indexeli a palyak repetici6it, Sp( f pdq a periodikus pélya
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klasszikus hatésa, u, a palya Maslov indexe, J, a palya stabilit4si vagy mo-
nodromia matrixa, go(E) pedig a statisztikus fizikabol ismert atlagos allapot-
stiriség,
1
w(E) = 35 [ 8(E - Hip) (1.3
M

A szemiklasszikus kozelitésben érvényes Gutzwiller trace formula a peri-
odikus pélya elmélet egyik kiinduloépontja.

A Gutzwiller trace formula keletkezésével parhuzamosan, attol lényegében
fiiggetleniil, kialakult a dinamikai rendszerek periodikus palya elmélete is.
Henri Poincaré 1892 és 1907 kozott megjelent "Les Méthodes Novuelles de
la Méchanique Céleste” kiteteiben a mechanika egyenleteit vizsgalva belatja,
hogy a mozgasegyenletek nem mindig 1éteznek megmarado elsd integrdljaz,
és igy azok nem oldhatok meg explicit médon. Kimutatta, hogy az ilyen
nem-integrdlhato rendszerekben a pélyak egy része irregularisan - ma ugy
mondanank kaotikusan - viselkedik, és hosszi id6 elteltével sem valik peri-
odikussa vagy kvazi-periodikussi. Az ilyen megoldasokrél kimutatta, hogy
azok rovidebb-hosszabb ideig a rendszer periodikus palyainak kézelében mo-
zognak, és id6ben felbonthatok olyan szakaszokra, melyeken jol kozelithet&k
a kozelben futo periodikus palyakkal. Ugy fogalmazott, hogy a periodikus
palyak alkotjak a klasszikus mozgés vazat.

Steven Smale a hatvanas évek kézepén a dinamikai rendszerek strukturalis
stabilitasaval kapcsolatban fedezi fel tijra a periodikus palyakat. Struk-
turalisan stabilak azok a dinamikai rendszerek, melyekben a megoldasok to-
pologiai tulajdonsigai nem valtoznak meg az egyenletek kis mértékd megval-
toztatasa esetén. Smale kimutatta, hogy nemcsak egyszeri regularis attrak-
torokkal (pl. fixpont vagy hatarciklus) rendelkezé rendszerek lehetnek struk-
turdlisan stabilak, de irregularis (kaotikus) megoldésokkal rendelkezd rend-
szerek esetén is adott ilyen példat, melyet Smale féle patkonak neveznek. A
strukturalis stabilitds vizsgilata esetén azért fontosak a periodikus palyak,
mert amennyiben két dinamikai rendszer topologiailag azonos, akkor peri-
odikus palyaik kozt egy-egy megfeleltetés hozhato létre. A periodikus palyéak
leszamlalasara Smale egy zeta fiiggvényt[Smale 1965] javasolt bevezetni,

(Tl(s) = H (1- e_STP) , (1.4)

p

ahol T}, a primitiv periodikus palyak hossza (perioédus ideje). A zeta fiiggvény
reciprokdnak els6 zérushelye (s = h) megadja, hogy a periodikus palyak
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szama milyen iitemben névekszik a palyak hosszaval,

1
h= lim - log(N(T)),

ahol N(T) a T-nél révidebb periodikus palyak szama. Ezt a mennyiséget
topologikus entrépidnak is nevezik. A strukturélis stabilitas sziikséges feltétele
a topologikus entropia kis perturbaciokra valo érzéketlensége.

A zeta fiiggvény elnevezés a Riemann féle zeta fiiggvénnyel mutatott
analogiabol szarmazik. A Riemann zeta fliggvény reciproka ismert médon
az Euler féle végtelen szorzat alakba irhato,

=TI (1-:). (1.5)

ahol p a prim szamokat jeléli. A Riemann zeta fliggvény felfoghaté mint
egy olyan dinamikai rendszer, melyben a primitiv periodikus palydk hossza
éppen a prim szdmok logaritmuséval egyezik meg, T, = logp.

David Ruelle és Marc Pollicott a nyolcvanas években kaotikus dinamikai
rendszerek keverési tulajdonsigait vizsgalta. A dinamikai rendszerek keve-
rését a korrelacios fiiggvények exponencidlis esési ratai adjak meg. Ezek a
ratak a klasszikus pélydk stirtiségét id6ben fejleszté Liouville vagy Perron-
Frobenius egyenlet sajatértékei. Ruelle 1986-ban egy olyan zeta fiiggvényt
[Ruelle 1986| vezetett be, melynek zérus helyei ezekkel a sajatértékekkel az
tn Pollicott rezonancidkkal [Pollicot 1986] vannak kapcsolatban,

C(s) = 1;[ (1 - %) : (1.6)

ahol T}, a primitiv palyak periddus ideje, A, pedig a palya stabilitasi matrixa-
nak legnagyobb sajatértéke.

A periodikus palya elmélet Gutzwiller illetve Smale és Ruelle nevével
fémjelzett, egymastol 1ényegében fiiggetlen vonulatait André Voros 1988-as
cikke [Voros 1988]| egyesitette, melyben megmutatta, hogy a szemiklasszikus
Gutzwiller trace formula leszarmaztathaté egy Ruelle tipusu zeta fiiggvény-

bél,
e%SP(E)‘Hﬂ'N?/‘l
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Ennek a zeta fiiggvénynek a zérus helyei a klasszikusan kaotikus rendszer
energiaszintjeivel egyeznek meg szemiklasszikus kozelitésben.

A Voros zeta fiiggvény megjelenése fontos allomas volt, mert altala le-
het6vé valt a dinamikai rendszerekre kifejlesztett matematikai apparéatus
kvantummechanikai felhasznaldsa. Gaspard és Rice 1989-ben a kémiai reak-
ciok egy idealizalt, harom egyforma diszk kozott pattogd részecskébdl allo
modelljét |Gaspard, Rice 1989 vizsgalta meg. A Voros zeta fiiggvényt fel-
hasznalva sikeresen meghataroztak szemiklasszikus kozelitésben a rendszer
szOrasi rezonanciait. A szemiklasszikus rezonancidk helyei a komplex e-
nergia sikon 1-2% pontossdgon beliil megegyeztek a rendszer egzakt kvan-
tummechanikai rezonanciaival. Ez a munka bebizonyitotta, hogy a peri-
odikus pélya formalizmus nem csupan forméalis manipulacidkra alkalmas, de
segitségével konkrét szamitasok is végezhetGk. Ezzel 1ényegében egyidGben
Wintgen|Wintgen 1988| sikeresen alkalmazta az elméletet a Hélium atom e-
nergiaszintjeinek és rezonancidinak szemiklasszikus meghatarozasara megva-
laszolva a Bohr, Sommerfeld és Einstein altal hetven évvel korabban feltett
kérdések tobbségét.

Ezt kovetGen révid id6 leforgasa alatt oridsi mennyiségti publikaci6 szii-
letett a periodikus palya alapi szemiklasszius kvantalas témakorében. Ezek,
a teljesség igénye nélkiil, a kovetkez6 témakorokbe sorolhatok:

e A klasszikus és kvantum kaoszt jellemz6 periodikus palya formulak
kozti analogia;

A trace formuladk matematikai problémainak (pl. konvergencia, unita-
ritas) kezelése;

A kvantummechanikai energiaszintek statisztikus tulajdonsagainak le-
vezetése a periodikus palyak statisztikus tulajdonsagaibol;

Mezoszkopikus jelenségek periodikus palya leirasa;

A szemiklasszikus elmélet kvantum korrekcidinak kidolgozasa;

Az elmélet zaj hatasanak kitett kaotikus rendszerekre valo altalanositasa.

A kovetkezs fejezetekben attekintjiik a periodikus pélya elmélet legfon-
tosabb egyenleteit a klasszikus és kvantummechanikiban. A hérom diszk
rendszer példajan bemutatjuk az egyenletek numerikus kiértékelésének mod-
szerét is. Ezeknek a fejezeteknek a célja, hogy tampontokat nyijtsanak a
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disszertacié anyaganak megértéséhez. Semmiképpen nem célja, hogy mate-
matikai értelemben pontos levezetéseket adjon, vagy ilyen értelemben disz-
kutalja az eredmények érvényességét. A fejezetek forrasai a kovetkez6 miivek
voltak: [Artuso, Aurell, Cvitanovi¢ 1990], [Cvitanovi¢, Rosenqvist, Vattay,
Rugh 1993], [Cvitanovi¢, Eckmann, Gaspard 1995|, |Cvitanovié¢, Eckhardt
1991], amelyekben tovabbi hivatkozasok is talalhatok. Részletesebb leve-
zetések talalhatok még a [Classical and Quantum Chaos| cimi, a periodikus
palya elméletbe bevezetd tankonyviinkben is.

1.1. Klasszikus mechanika

A klasszikusan kaotikus mechanikai rendszerek statisztikus leirasanak egyik
kézponti probléméja a fizikai mennyiségek atlagainak kiszdmitasa. Ebben
a fejezetben azt mutatjuk meg, hogy hogyan lehet kiszamitani ezeket az
atlagokat a periodikus palya elmélet segitségével.

1.1.1. A sirtségfiiggvény idéfejlodése

Tekintsiink egy Hamilton egyenletekkel leirt autonom mechanikai rendszert.
A rendszert 2f szamu koordinéta ill. impulzus valtoz6 (q, ..., ¢, P1, ---, Pf)
megadasaval jellemezhetjiik. Az energia megmaradas torvényének kihasz-
nalasaval a valtozok és egyenletek szdma eggyel csokkenthets. Bevezethetd
2f — 1 darab 4j valtozo, © = (x1,...,T27—1), ami a mozgast a fazistér egy
allando energiaju alterén (M) jellemzi. Ezek eleget tesznek egy

z = F(z) (1.8)

alaku differencidlegyenletnek. Megoldva az egyenleteket a rendszer idé6fejls-
dése megadhato

a(t) = f*(wo) (1.9)
alakban, ahol z(t) = (z1(¢), ..., z25—1(¢)), To = (21(0), ..., x25—_1(0)) a kezdeti
feltétel és f'(x) a kezdeti feltételt a ¢ idével késébbi pontba transzformalo
leképezés.

A rendszert statisztikus szempontbdl tgy irhatjuk le, hogy egy altalunk
valasztott gg(z) stirtségfiiggvény szerint sok kezdeti feltételt generalunk és
tanulméanyozzuk az ezekbdl inditott palydk késGbbi of(z) eloszlasat. Felir-
hatjuk a péalyak szamanak megmaradasat kifejezd

o' (y)|dy| = oo(z)|dz| (1.10)
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egyenletet, ahol y = f'(x), és dx ill. dy jeldli az z ill. y koriili kis térfogat
elemek iranyitott térfogatat. Ez az egyenlet a detDf'(z) = dy/dx Jacobi
determinéins segitségével a

C el )
¢(®) = (Gt ()

alakra hozhato, ahol f*(z) az = kezdeti feltételbdl inditott és id6ben visz-
szafelé fejlesztett megoldast jelenti (z = f'(f~*(z))). Az (1.11) egyenlet
segitségével a siirtiségfiiggvény minden idépontban elGallithato.

Az (1.11) egyenlet felirhaté még a szokasos Dirac delta jelolés segitségével
is

(1.11)

ﬂw=Afw<mwm@@ (1.12)

alakban. Ennek az alaknak az az el6nye, hogy a benne szerepls delta fiigg-
vényt tekinthetjiik egy linearis, Fredholm szerti operator magfiiggvényének,

@@=Aﬁmmmm, (1.13)

ahol L'(z,y) = 6(z — f'(y)). Ezt az operétort altalaban Perron-Frobenius
operatornak nevezik.

Ha rendszeriink ergodikus és zart, akkor a sirtiségfiiggvény hosszi id6
eltelte utan egy stacionarius eloszlashoz (gs:(x)) konvergal. Ha eleve a sta-
cionérius eloszlas szerint inditjuk a palydkat, akkor a stirtiségfiiggvény id6ben
nem valtozik. Ezt fejezi ki a stacionérius eloszlésra felirhato

Qst(x):AAEt(xay)Qst(y)dy (114)

egyenlet, mely 1igy is interpretdlhat6, hogy a stacionérius eloszlas a Perron-
Frobenius operator A = 1 sajatértékhez tartozo sajatfiiggvénye. A sta-
cionarius eloszlast természetes mértéknek is nevezik, mert g4 (x)dx megadja
egy id6ben hosszi palya x pont koriili megtalalasi valoszintiségét.

1.1.2. Az atlagolas

Most térjiink ra egy A fizikai mennyiség atlaganak kiszamitasara. A id6
atlagan az

A(z) = lim %/ dtA(F(2)) (1.15)

T—00 0
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mennyiséget értjiik, ahol x egy palya kezd6pontja. Ez a mennyiség altalaban
fiigg az x kezd6ponttol. Ergodikus rendszerekben azonban majdnem minden
kezdeti feltétel esetén ugyanazt az eredményt kapjuk. Hogy elkeriiljiik a bi-
zonytalansagot, és hogy atlagolhassunk nem szigorian ergodikus rendszerek-
ben is, célszert sok kezdeti értékre kiszamitani az id&atlagot és a kiilonb6z6
kezdeti feltételekre is atlagolni. Legyen a kezdeti feltételek eloszlasa ismét
00(x). Az A id6 és kezdeti feltételekre vett atlagat ekkor az

(A) = /M dzA(z) 0ol(x) (1.16)

modon definidlhatjuk. Az atlag (1.15) és (1.16) segitségével torténs megha-
tarozasa azonban nehezen kivitelezhet6 az idGatlag rendkiviil lassi, tipikusan
T2 szerinti konvergenciaja miatt. Az atlag kiszamitasat ezért mas mod-
szerrel végezziik el.

Az (1.15) definiciot felhasznalva az (1.16) egyenletet a kovetkezdképpen
is irhatjuk:

= lim —/ dx/ dtA(ft(x)) (). (1.17)

T—oo T

Bevezetve egy [ segédvaltozot, ezt atirhatjuk a kovetkez6 modon:

0 ¢
(A) = [— lim —/ dzoo(x)e By dtA(f! (@) )} ) (1.18)
88 T—oo T ° 40

Ezt az egyenletet — a hatarérték képzést elhagyva — ugy fogalmazhatjuk at,
hogy nagy 7' és kis [ értékek esetén fenn kell 4llnia asszimptotikusan a

G(B,T) ~ *AT (1.19)
aranyossagnak, ahol
G(8,T) = /M dz0o(z)e? Jo AU @), (1.20)
Vezessiik be az )
s(B) = lim ~log G(8,1) (1.21)

mennyiséget. Osszevetve (1.21)-et (1.19)-cel megallapithatjuk, hogy so(3) ~
B{A), amennyiben 8 — 0. Igy az atlag megkaphato6 s, derivalasaval:

(A) = 5(0). (1.22)
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Itt megemlithetjiik, hogy tovabbi derivilasokkal az A mennyiség magasabb
renddi momentumaihoz juthatunk, és s(8) nem mas mint az A eloszlaséhoz
tartoz6 momentum generator fiiggvény.

Most ratériink a generator fiiggvény kiszamitasara. Az (1.20) kifejezést
alakitsuk at felhasznélva az

1= /M dyé(y — f'(z))

azonossagot:

G(6,t) = /M dzgo(2) /M dye? o AT (y — f1(z)). (1.23)

Hasonléan mint (1.13)-ben, most is bevezethetiink egy olyan lineréaris operé-
tort, amely a Perron-Frobenius operator egy altalanositasa:

Ly, z) = o rATT@5(y — f1(z)). (1.24)
Ennek segitségével (1.23) a kovetkezd modon irhato:
G(B.1) = / dy / dzLt(y, ) oo(z). (1.25)
M M

Ennek a felirdsnak az az el6nye, hogy tovabb alakitasahoz felhasznalhatjuk az
L operétor spektralis felbontasat. Az L operator sajatfiiggvényeit formalisan
jeloljiik @ (z)-el. (A "formalis" szot azért hasznaljuk itt, mert ezek altalaban
nem feltétleniil regularis fiiggvények, és a spektrum folytonos is lehet.) A
sajatfiiggvények kielégitik az

esktuk(y):[\Adxﬁt(y,x)wk(x) (1.26)

egyenletet, ahol az s,, £ = 0,1, ... sajatértékek a S paraméter fiiggvényei. A
0o fiiggvényt a ¢, egylitthatok segitségével kifejtve a sajatfiiggvények szerint,
az operator hatéasat felirhatjuk az

/M drLY(y, 2)oo(z) = 3 eHex(y) (1.27)

alakban. Ezt a sort nagy t értékekre a legnagyobb valos résszel rendelkezé
sajatérték dominalja. Legyen ez sy. Ekkor nagy ¢ esetén

G(B,t) ~ / dycoe® iy (y) ~ e (1.28)
M
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és az (1.21) hataratmenet utan az s(8) = so(83) eredményre jutunk.

Az 4tlagolas problémajat ilyen médon visszavezettiik egy operator domi-
nans sajatértékének meghatérozasara. Ez azért hasznos, mert a sajatértékek
meghatarozasara rendkiviil hatékony modszerek léteznek. Ellentétben az
idGatlagolas algebrai konvergencia ratajaval, a kovetkezs fejezetben ismer-
tetett modszer lehet6vé teszi a gyors, tipikusan exponencialisan vagy szuper-
exponencialisan konvergéld atlagolést.

1.1.3. A klasszikus trace formula

Amint emlitettiik, a (1.26) sajatvektorok és sajatértékek meghatéarozasa ma-
tematikai nehézségekbe iitkozhet. Ezért a sajatértékek megkeresésének alter-
nativ utjait kerssiik, ahol a fizikai intuicié is felhasznalhatova valik. A mod-
szer lényege, hogy els6 1épésben nem a sajatérték egyenletet vizsgaljuk meg,
hanem az operator nyoméat szamitjuk ki. Ezt megtehetjiik a sajatvektorok
explicit kiszamitasa nélkiil is. Az operator nyomat (trace) ugy kaphatjuk
meg, hogy egybeejtjiik az x és y valtozokat, és integraljuk az igy kapott
kifejezést:

TrLt =/ dzl'(z, x) :/ dxeﬁfgdm(ﬁ(z))d(x — fi(x)). (1.29)
M M
Masrészt az operator nyoma felirhaté a sajatértékek osszegeként is

TrL! =) e, (1.30)
k

A két kifejezés Osszevetésébdl a sajatértékek mar meghatarozhatok.

Az (1.29) integral a delta fiiggvény miatt csak olyan pontokbdl vesz fel
jarulékot, melyekre z — f*(z) = 0. Ez csak akkor allhat fenn, ha z egy olyan
periodikus palyara esik, melynek periddus ideje vagy annak egész szamu t&bb-
szorose éppen t. Ezért az (1.29) integralt felbonthatjuk az egyes periodikus
palyakbol szdrmazo jarulékok Osszegére:

Lt =Y [ deef o AT @6 (g — fi(a)), (1.31)

p Ve

ahol V,, a p-vel indexelt primitiv (egyszeresen koriiljart) periodikus palya
koriil vett kicsiny tubust jeloli.
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Az egyes primitiv periodikus palyak jarulékat gy a legegyszertibb kiszami-
tani, ha a palya kornyezetében 1j altalanos koordinatakat vezetiink be. Legyen
z a (1.8) differencialegyenlet jobb oldala altal meghatarozott sebességtér
aramvonalaival (igy a periodikus pélyaval is) parhuzamos koordinata, és
jelolje z, = (uy,ug, .., uss 2) az dramvonalakra meréleges iranyokban vett
tetszbleges koordinatdkat. Ebben a specialis koordinita-rendszerben ele-
gend&en kozel a periodikus palyahoz az egyes kis tubusokban az integral
delta fiiggvénye felbonthaté a longitudonalis és perpendikularis delta fiig-
gvényekre:

TrL) = / dxndmeﬂfé drATTE@ g (x — f(2))0L(z — f(x)). (1.32)

Vo

Az integral mindannyiszor jarulékot vesz fel, amikor a palya visszatér a ki-
indulasi pontjaba. Ez diszkrét ¢ = 7T, idénként kovetkezik be, ahol T, a
peridodus id6 és r = 1,2,... a repeticiés szam. A perpendikuléris integrél
ezekben az id6pontokban elvégezhets:

er,BAp

/ dy 7 AT (3 — f7T(z)) = [det(1 =37
P

(1.33)

ahol A, = OT” dtA(f*(z,)) az atlagolt mennyiség integralja a periodikus palya
mentén, z, a periodikus pélya egy tetszdleges pontja, J, = D f"»(x,) a peri-
odikus palya (2f —2) x (2f — 2) dimenzi6s Jacobi stabilitasi matrixa. Mind
Ap mind a Jacobi matrix sajatértékei fliggetlenek attol, hogy a péalya melyik
zp pontjat haszniljuk kezdSpontként. A longitudondlis integralasbol szar-
maz6 jarulék kiszamitdsahoz vezessiik be az x| = vdt’ paraméterezést, ahol
v = |F(z)| a palya menti sebesség. Mindannyiszor, amikor ¢' a peri6dus
idének egész szamu tobbszorose, a longitudonalis delta fiiggvény egy 1/v
jarulékot ad, amit a valtozocserekor megjelend v kiejt. A t' palya menti
integrélja pedig éppen T,:

o0

/ dny bz — f1(x) = S8t —Ty) /dt’ —T,3 6t - 1T, (1.34)

Vb r=1 p r=1

Az (1.34), (1.33) és (1.31) osszevetésébdl adodik az un. klasszikus trace

formula:
e’rﬂAP

t __ _
TeL! = ;Tp; Go = J;)|6(t rT)). (1.35)
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A sajatértékeket tigy hatarozhatjuk meg, hogy osszevetjiik a trace (1.30) és
(1.35) kifejezéseinek Laplace transzformaltjait. Ez egyrészt

oo

+00 1
TrL(s) = / dtTrLle " = Z ; (1.36)
0

s—§
k=0 k

ha Re(s) > Re(sy) minden & esetén, méasrészt

+0o0 r,HAp srTp
TrL(s) =/0 dtTrLle™ ZT Z det( — 35 (1.37)

A sajatértékek tehat (1.36) szerint a (1.37) kifejezés polusai. Bevezethetjiik
a
1 er,BAp srTp
Z(s) = 1.38
=oo (<23 ) (039
zeta fliggvényt, melynek logarltmlkus derivéltja éppen az (1.37) kifejezés:
d
TrL(s) = o log Z(s) = Z'(s)/ Z(s). (1.39)
S

Feltéve, hogy Z(s) egy holomorf fiiggvény, a trace Laplace transzformaltjanak
polusai éppen (1.38) zérushelyei lesznek (Z(s;) = 0). Ezen tulajdonsaga
miatt kapta (1.38) a spektraldeterminéns elnevezést. Igy a kaotikus rendsze-
rek atlagainak kiszamitasat visszavezettiik a periodikus palyak segitségével
kiszdmithato spektrildeterminidns meghatérozasanak probléméjara.

A kovetkez6 alfejezetben egy konkrét példan szemléltetjiik, hogy hogyan
lehet meghatéarozni a sajatértékeket.

1.1.4. Szokési rata a harom diszk rendszerben

A periodikus palya formulak miikodésének bemutatasara az egyik leggyakrab-
ban emlitett példa az 1.1 4bran bemutatott harom t6mor diszk [Eckhardt 1987,
melyek kozott egy kis golyo pattog. Egy, a diszkek kozé bel6tt golyo, hosszabb
rovidebb, a diszkek kozotti pattogéassal eltoltott id6 utan véglegesen téavozik.
N(0) darab véletlenszert iranyokbol bel6tt golyé koziil N(t) darab tolt t-nél
hosszabb id6t a rendszerben. Azt tapasztaljuk, hogy a tilél6 golydk szama
exponencialisan csokken:

N(t) ~ e, (1.40)
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1.1. Abra: A harom diszk rendszer.

ahol -t szokési ratdnak nevezziik.

A fazistér egy adott M tartomanyabol valé kiszokés ratajat meghataroz-
hatjuk az el6zé alfejezetekben ismertetett formalizmus segitségével. Legyen
0o(z) a véletlenszert kezddfeltételek eloszlasfiiggvénye. Az M, tartoméany-
ban a ¢ id6pontban tartézkodé pontok szamat az aldbbi kettds integral adja
meg;:

N y da:'//\/td:vd(:v'—ft(x))go(x) =N y dx’ /M dolh(x', x)oo(z). (1.41)

A szokasos modon (Id. (1.27)) az L' spektralis felbontasit beirva, arra ju-
tunk, hogy nagy t¢ esetén a viselkedést a a dominéns sajatérték hatarozza
meg;:

/ dx'/ dzLH(x', )00 (z) ~ €. (1.42)
Mo M

Innen a szokési rata mar leolvashatd, és azt a dominans sajatérték adja:
v = —so. Ez a sajatérték a

1 e Tp
Z(s) = exp (— ; T_Zl ;m> (1.43)
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spektraldeterminins legnagyobb valos résszel rendelkezé zérushelye. A kétdi-
menziés mechanikai rendszerek esetén a spektraldeterminéns még egyszeritibb
alakra hozhat6. A fazistérfogat Liouville féle megmaradéasi torvényének segit-
ségével tetszGleges dimenzidszam esetén megmutathato, hogy a Jacobi méatrix
determinénsa: detJ, = 1. Kétdimenziéban a Jacobi matrix egy 2 x 2-es
méatrix. Igy a matrix sajatértékei mindig egymas reciprokai. Mivel a métrix
nyoma egy valos szam, a sajatértékek osszegének valosnak kell lennie. Ez a
két feltétel azt okozza, hogy kétdimenziés mechanikai rendszerekben a Jacobi
matrix sajatértékei vagy konjugalt egységgyokok, vagy A,, 1/A, valos parok.
Er6sen kaotikus, in. hiperbolikus rendszerekben minden periodikus palya in-
stabil, igy minden periodikus palya esetén ez utébbi eset valdosul meg. Mindig
valaszthatjuk Ap-t Ggy, hogy az abszolut értéke egynél nagyobb legyen. A
Jacobi matrix sajatértékeinek segitségével a (1.43) spektraldeterminans az
egyszeriibb

Z(s) = exp _ZZ_ 2
p r=1 r ‘A:m (1 - %)
D

alakra hozhato, ahol felhasznaltuk, hogy |det(1 — J3)[ = [(1—A)(1—1/A})|.

A spektraldeterminéns zérushelyének meghatarozasdnal valamilyen nu-

merikus vagy kozelit6 modszerhez kell folyamodnunk, hiszen a kaotikus rend-

szerek periodikus palyainak szama végtelen. A T periodus idénél révidebb

primitiv péalyédk szama tipikusan e’ /T-vel ardnyos, ahol a h > 0 szdmot

topologikus entropidnak nevezziik. Az altalunk vizsgalt harom diszk rend-

szerben is ez a helyzet, ezért most egy kitérét tesziink, és tanulméanyozzuk a
periodikus palyak tulajdonségait.

1 6fser

(1.44)

1.1.5. Periodikus palyak a harom diszk rendszerben

A 1.2 abra a harom diszk rendszer néhany révid periodikus palyajat mu-
tatja. A pontosan n iitkozést végz6 periodikus palydk szama kénnyen meg-
hatarozhat6. A diszkeket az 1, 2, 3 szimbdélumokkal megjeldlve azt tapasz-
taljuk, hogy a periodikus palyakat egyértelmiien kodolja az egymast kdvetGen
érintett diszkek szimbodlum sorozata. A szimbo6lum sorozatok koziil pedig
mindegyik eléfordul, kivéve azokat, amelyekben kétszer egymas mellé keriil
ugyanaz a szimbdlum, hiszen ekkor a golyonak kétszer kellene ugyanazzal a
diszkkel {itkdznie, ami nem lehetséges. Igy altalaban 3 - 2"~! megengedett n
hossziisagt sorozatot generalhatunk, és a periodikus palyak szama is ~ 2"
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1.2. dbra: Periodikus palyak a teljes hdrom diszk rendszerben.

szerint noévekszik. A periodikus pélydkat konnyebb Aattekinteni a harom
diszk rendszer szimmetria redukalt valtozataban (1d. 1.3 4bra), ahol az ere-
deti rendszerben a szimmetria tengelyeken &thaladd palyakat a szimmetria
tengelyen reflektaltatjuk. A szimmetria redukalt rendszerben méar elég két
szimbolumot (0 és 1) bevezetniink. A 0 szimbo6lumot olyan iitkézésekhez
rendeljiik, amikor az iitkozés utan 1jbol visszatériink a kiindulési diszkhez,
mig az 1 szimbdlumot akkor rendeljiik az iitkdzéshez, ha az nem tér vissza,
hanem a harmadik diszkre iranyul. Igy példaul a ...232323... eredeti szim-
bélumokhoz a szimmetria redukalt esetben a ....00000.... szimbélumok tar-
toznak, az ...123123... szimbdélumokhoz pedig az ...11111... szimb6lumok. Az
1.1 tablazatban felsoroltuk a hirom diszk rendszer szimmetria redukalt val-
tozatanak numerikusan meghatarozott legrovidebb primitiv periodikus pa-
lyait. A palydkat szimbélum sorozatukon kiviil periodus idejiik (7},) és sta-
bilitasi matrixuk sajatértéke (A,) jellemzi.
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p

A

T

0
1

P
9.898979485566
-1.177145519638 x 10!

P
4.000000000000
4.267949192431

01

-1.240948019921 x 102

8.316529485168

001
011

-1.240542557041x 103
1.449545074956 x 103

12.321746616182
12.580807741032

0001
0011
0111

-1.229570686196 x 10*
1.445997591902 x 10*
-1.707901900894 x 10*

16.322276474382
16.585242906081
16.849071859224

00001
00011
00101
00111
01011
01111

-1.217338387051 x 10°
1.432820951544 x10°
1.539257907420 % 10°

-1.704107155425x 10°

-1.799019479426 x 10°
2.010247347433x10°

20.322330025739
20.585689671758
20.638238386018
20.853571517227
20.897369388186
21.116994322373

000001
000011
000101
000111
001011
001101
001111
010111
011111

-1.205062923819x 10°
1.418521622814x10°
1.525597448217x 108

-1.688624934257 % 10°

-1.796354939785x 108

-1.796354939785x 106
2.005733106218x 106
2.119615015369x10°

-2.366378254801 x 108

24.322335435738
24.585734788507
24.638760250323
24.854025100071
24.902167001066
24.902167001066
25.121488488111
25.165628236279
25.384945785676

1.1. tablazat: A harom diszk rendszer periodikus palyainak adatai a szimmet-
ria redukalt esetben max. 6 iitkozésig, R = 6 és a = 1 paraméterek mellett.

Feltessziik, hogy a pattogo golyd sebessége egységnyi (v = 1).
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1.3. abra: Periodikus palyak a szimmetria redukalt harom diszk rendszerben.

1.1.6. Kummulans kifejtés

A spektraldeterminans kiértékeléséhez figyelembe kell venni a periodikus pa-
lyakkal kapcsolatban gytijtott tapasztalatainkat. Az 1.1 tablazatbol kideriil,
hogy a palydk szdma a pattogisok szaméval gyorsan né. Gyakorlatilag
lehetetlen 15-20 iitkézésen tdl numerikusan meghatarozni a periodikus pa-
lydkat. Olyan modszert kell tehat valasztani, ami a rendelkezésre all6 in-
formaciot hatékonyan hasznalja fel. Ennek érdekében a spektraldeterminans
egy olyan kifejtését konstrualjuk meg, ami lehetévé teszi, hogy a csak valami-
lyen maximalis pattogasi szamig rendelkezésre all6 primitiv palyakkal kellGen
pontos szamitasokat végezhessiink. Jeldlje n, a p primitiv periodikus pélya
pattogasainak szaméat. Vezessiink be egy z "konyvelg" segédvaltozot. A
spektraldetermindns minden egyes periodikus pélyadhoz tartozé tagja mellé
irjuk oda a 2™ hatvanyt, ami nyilvintartja, hogy az adott periodikus palya
hany pattogashoz tartozik, és vezessiink be egy 1j spektraldeterminanst:

2(5,2) = exp ( ZZ s - e 57 pJ;)|) . (1.45)

Ez z = 1 esetén visszaadja az eredeti spektraldeterminénst. Elénye, hogy
a spektraldeterminanst z szerint hatvanysorba fejtve, azt a pattogési szdm
szerinti sor alakjaban allithatjuk el. A z szerinti kifejtést a spektraldeter-
minans kummulans sorfejtésének nevezziik:

o0

Z(s,z)=1— ZQk(s)zk, (1.46)

k=1



ahol a Q(s) kummulansok csak a k vagy annal kevesebbet iitk6z6 peri-
odikus palyaktol fiiggenek. Amennyiben a kummulansok elegendGen gyorsan
csokkennek, a sort egy kell6en nagy k.. tagjanal megallhatunk, és z = 1-et
visszahelyettesitve, a zérus helyeket a

kmaac

0=1->Y Qs (1.47)

egyenletbdl hatarozhatjuk meg. Tapasztalatok szerint, a kummulans sor
konvergenciaja gyors. Egyes, a hidrom diszk probléméahoz hasonléan erésen
kaotikus (in. Axiom A) rendszerek esetén bizonyitést nyert [Rugh 1992,
hogy a kummulansok & fiiggvényében szuper-exponenciilis médon (|Qx| ~

e %" a > 1), csokkennek, ezért az (1.46) sor ilyenkor rendkiviil gyorsan
konvergél, és mar az els6 néhany tagja is jo kozelitést ad. Az (1.4) abra a
kummulansok esését mutatja a harom diszk rendszerre. A kummulansok
szuper-exponencialis konvergencidja esetén a (1.47) zérushelyei is szuper-
exponencialis pontossaggal hatarozhatok meg k., fiiggvényében. Ez azt is
jelenti, hogy a fizikai mennyiségek atlagainak konvergenciaja szuper-exponenciélis
a szamitasba vett leghosszabb periodikus palya periédus idejének fiiggvényeként
is. Az 1.5. 4bra a spektraldeterminans zérushelyeit mutatja. A legnagyobb
valos résszel rendelkezd sajatérték s = —0.402...4-0-2, amibél a szokési ratara

~v = 0.402.. adbdik.

1.1.7. Altalanos rendszerek

A periodikus palya moédszerrel kapcsolatban szamos elvi és gyakorlati prob-
léma var megoldasra a harom diszknél generikusabbnak mondhat6 rendszerek
esetén. Az els6 — inkdbb gyakorlati — probléma egy adott rendszer peri-
odikus palyainak meghatarozasa. Erre az elmilt évtizedben szamos modszer
sziiletett, melyek mara ezt kielégitGen megoldjak [Biham, Wenzel 1989, [Bi-
ham, Wenzel 1990], [Biham, Kvale 1992|, [Schmelcher, Diakonios 1997|. Egy
ennél silyosabb probléma az, hogy altaldban a mechanikai rendszerek fazis-
terében a kaotikus és regularis tartomanyok keverednek. J6 modszerek dol-
gozhatok ki a regularis un. elliptikus szigeteknek a kezelésére is. Azonban
a regularis és kaotikus tartomanyok hataridn mindig fellépnek olyan insta-
bil periodikus palyadk, melyekre a Jacobi métrix A, sajatértéke egy egyhez
kozeli szam. Tipikusan talalhaté a periodikus palydknak olyan sorozata
is, melyekhez tartozé A, stabilitisok sorozata 1-hez tart. Ezt a jelenséget
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1.4. dbra: A harom diszk rendszer (a : R = 1 : 3) kummuléansai szemiloga-
ritmikus abréazolasban (log,, |Qk(s)| vs. k) s = —0.3847 + 7.8727i mellett.
A kummulénsok esése Gsszhangban van egy Qx| ~ e=k*"* alakt szuper-
exponencialis viselkedéssel [Cvitanovi¢, Rosenqvist, Vattay, Rugh 1993|.

gyakran intermittencidnak nevezik. Ilyenkor az (1.37) trace formula és az
(1.43) spektraldeterminans konvergencia tulajdonsagai jelentésen romlanak.
Az ilyen periodikus palyakbdl ered6 tagokat kiilon kell kezelni. Az intermit-
tencia kezelésére az elmult években szamos eléremutatéd eredmény sziiletett
[Dahlqvist 1997, Dahlqvist 1999(1)], de még tovabbi kutatasra van sziikség
ebben az irdnyban.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a periodikus palya médszer lehet6-
séget ad kaotikus rendszerek spektralis és statisztikai tulajdonsagainak meg-
hatarozéséara. F6 lizenete a periodikus palyak és a spektrum mély kapcsolata,
dualitésa.

1.2. Kvantummechanika
A kvantummechanikiban koézponti helyet foglal el az energia sajatértékek
kiszamitasa. Ezért ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy a szemi-

klasszikus kozelités segitségével hogyan lehet kiszamitani az energia sajat-
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1.5. dbra: A spektraldeterminéins zérus helyei k0, = 10 ésa: R =1 :3
esetén. A bemutatott zérok/sajatértékek ennyi pélya esetén mar 8 jegynél
pontosabban meghatarozhatok.|Cvitanovié¢, Rosenqvist, Vattay, Rugh 1993|

értékeket, illetve nyilt rendszerek esetén a szoérasi rezonancidkat, melyek az
S maétrix polus helyei [Balian, Bloch 1974|. A kvantummechanikai formulak
szemiklasszikus kozelitésének levezetése technikailag lényegesen bonyolultabb
mint az el6z6 klasszikus formulak esetén. Ezért ebben a fejezetben kevesebb
részletre tériink ki, és csak a formulak levezetésének menetét reprodukaljuk.
A levezetések részletei megtalalhatok Reichl konyvében [Reichl 1992] és mono-
grafiankban [Classical and Quantum Chaos] is.

1.2.1. A hullamfiiggvény idé6fejl6dése

A kvantummechanikaban a hullamfiiggvény id6fejlédését a Schrodinger egyen-
let adja meg. A hullamfiiggvény kezdeti v, és egy kés6bbi ¢! id6pontban
felvett alakjat az idGfejleszts operator koti Gssze:

Vi (z) = /dx'lCt(x,x')lbo(x'). (1.48)
Az idéfejleszté operatornak a ¢ = 0 esetben meg kell egyeznie az egység
operatorral:

K(z,2") = 6(z — 2'), (1.49)
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valamint az (1.48) fennéllasa miatt maga is kielégiti a Schrodinger egyenletet
hZ
(ih@t +—V2 - U(x)) Kt(z,2') =0, (1.50)
2m
t > 0 id6pontokra. Az (1.49) kezdeti feltétel és a (1.50) egyenlet elegendd
az id6fejlesztG operator meghatarozasihoz. Az idéfejleszté operator minden
0 < 7 <t kozbensd id6pontra eleget tesz a

Kz, 2') = /de”}Ct_T(.T,$”)K:T($”,$I) (1.51)

kompozicios szabalynak. Infinitezimalisan kicsi (¢ — 0) id6kre az operator
aszimptotikus alakja explicit médon meg is hatarozhato:

m(z m)2 Ulz)t
en (" U@ (1.52)

. N L f12?
Kz, 2) ~ |:27Tiht:|
Ez az alak a t — 0 esetben a delta fiiggvény egy reprezentacidja, igy helyesen
adja vissza az (1.47) kezdeti feltételt is. Az (1.51) kompozicios szabaly is-
mételt alkalmazéasaval a propagitor meghatérozhaté a rovid id6kre érvényes
alakbol. Osszuk a (0, %) intervallumot N egyenl6 dt = t/N nagysagui részre.
Igy a propagator Diractél [Dirac 1935] szdrmazo

N-1 N-1
= / H d.Tz H ICt/N(.Ii, $i+1) (153)
=1 1=0

alakjat kapjuk, ahol o = z és xny = z’. Ha N nagy, akkor a produktumban
szerepld operatorokat helyettesithetjiik az (1.52) alakkal, és igy a Feynman-
féle palya integralt kapjuk:

Nf/2 e i
Ict,':[m] / dz;er By 1.54
(z,2) 2miht E e (1.54)
ahol
N— —zi)?
Z 1) g (z;)0t, (1.55)
=0
a Feynman féle (z,z1,...,zx 1,2") palya mentén szamitott hatés.

Az idéfejleszté operator (1. 54) elgallitasa sok egymaést potencialisan erGsits
vagy kiolté oszcillalé tagot tartalmaz. Vannak Feynman palyak, melyektdl
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kicsit eltér§ palydkra az (1.55) hatas hi-hoz képest sokat valtozik, és vele
egylitt az (1.54) fazisa is nagyot valtozik. Az ilyen palydk kornyezetébol
szarmaz6 kontribiciok aztan véletlenszertiek, és kioltjak egymaéast. Pozitiv
interferencia ott kovetkezik be, ahol a fazisok valtozasa kicsi. A fazis a
legkevesebbet olyan palyak kornyezetében valtozik, melyek minimalizaljak
az (1.55) hatasfiiggvényt. A minimalis hatast palyak pedig éppen az z és
z' pontokat ¢ id6 alatt Osszekots klasszikus palyak. Formaélisan ezt gy fo-
galmazhatjuk meg, hogy a i — 0 szemiklasszikus hatéresetben az (1.54)
integral aszimptotikusan kiértékelhet$ a nyeregpont (vagy stacionérius fazis)
modszerrel, ahol most a nyeregpontok szerepét a klasszikus palyék jatszak.
A nyeregpont modszerrel a h — 0 szemiklasszikus hataresetben kiértékelve
az (1.54) integralt a

1 i / ;
Kilw:a') = 3 Gz Colo s Dled M Dmmal - (1.56)
J

Gutzwillertsl [Gutzwiller 1967 szarmazo kifejezéshez jutunk, ahol j az x és
«' pontokat ¢t id6 alatt osszekitd klasszikus palyakat jeloli, R; a palya mentén
szamitott klasszikus hatés, a

(1.57)

2 '
C(z, o' t) = H—ia R(z,2',1) H

(%,-836;-

a hatéas vegyes derivaltjaibol alkotott métrix determinansanak abszolut értéke,
v; pedig egy kés6bb részletezett fazis. A v; fazis és a j szumméazas nélkiil
ezt a kifejezést Van Vleck vezette le [Van Vleck 1928| a Schrodinger egyenlet
szemiklasszikus sorfejtésének segitségével. A fazis faktor valojaban az (1.57)
kifejezésben szereplé determinans gyokvonasakor keletkezik. A determinans
a klasszikus palya mentén tobb ponton végtelenné valhat. Ezek az n. fokusz
pontok. Elnevezésiik onnan szarmazik, hogy ha az x pontbdl sok palyat in-
ditunk, melyek kezdeti sebessége némileg eltér annak a palydnak a kezdeti
sebességétsl, amely ¢ id6 alatt z'-be érkezik, akkor ezek a palyak a fokusz
pontokon refokuszélédnak. A v; fazis ezen fokuszpontok szama . Ezeknek
a fazisoknak a felfedezésében és értelmezésében Maslovnak tuttér§ szerepe
volt [Maslov 1965|, de eredményei csak kés6bb valtak széles korben ismertté
[Maslov 1972].
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1.2.2. A Green fiiggvény

A Kklasszikus esethez hasonléan az id&fejleszté operator nyoma kifejezhets a
sajatértékek segitségével:

Tk =) e P, (1.58)

ahol az egyszertiség kedvéért diszkrét spektrumot tételeztiink fel. Kotott
rendszer esetén az Ey-k valosak, és energiaszinteknek nevezziik Sket, mig nyilt
rendszerek esetén komplexek, imaginarius résziik negativ és megegyeznek a
rendszer szorasi S matrixanak polusaival. Az egyes energidk a nyom Fourier
tarnszforméaltjdnak poélushelyei lesznek:

400
1 B ad 1
— [ dterPHidtpct =y T — — 1.59
ih/ er g ;E—Ek—i—ie’ (1.59)
, -

ahol € — +0 egy kicsiny regularizal6 faktor, ami az integralt elvégezhetGvé
teszi. A propagator Fourier transzforméaltja megegyezik a rendszer kifutd
(avanzsalt) Green fiiggvényével:

+oo
1 i
G (z,2',E) = s / dters EHOLCH (2, o), (1.60)
i
0
mely kielégiti a stacionarius
h’2 2 + ! /!
5 —V.:-U(x)+E |G (2,2, F) =6(z — 2') (1.61)
m

egyenletet.

A Green fiiggvény szemiklasszikus alakjat ugy nyerjiik, ha az (1.60) egyen-
letben az idéfejleszté operatort annak a A — 0 klasszikus hataresetben
érvényes (1.56) aszimptotikus alakjaval helyettesitjiik:

G+ .T ! E Z/dt 5 h 7 ‘Cj(x,x/’t)‘e%(E—Fie)H—%Rj(:c,:c’,t)+i7wj/2’
T
(1.62)
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és a benne szerepl§ tagokat, a konzisztenciat fenntartva, ismét a nyereg-
pont modszerrel értékeljiik ki. Az egyes tagok nyeregpontjai azok a pontok
melyekre a fazis derivaltja eltiinik:

0 OR;(x,x', t*)
—(Ri(z,2',t Et), . = 94007/
8t( ](‘,'E z )+ )‘t,t 8t

A fazis értéke a nyeregpontban S;(z,2’, E) = Rj(z,2',t*(E)) + Et*(E) lesz.
Ez a fliggvény pedig nem mas mint a klasszikus mechanikdban szokasos
roviditett vagy Hamilton-Jacobi hatas fiiggvény,

+ E=0.

wl

S(z, o', E) = /pdq (1.63)

a j-vel indexelt palya mentén. A nyeregpont integralban felléep6 Gauss in-
tegralokat elvégezve a Green fiiggvényre a Van Vleck formuldhoz hasonld

27 Lo (g ! Ly
G, B) = gyt S0 Dy, E) ek om0 mmlz (1.1
J

kifejezés adodik, azonban benne az id6t6l fiiggs hatas helyett az energia fiigg6
Hamilton-Jacobi hatés szerepel, beleértve a

822'(30;”,1?) 822(1291’,E)
! _ r; 0T z;0F
D(LE, Z, E) - azs(w,w’j,E‘) %S (z,a' | E) (165)
OEJT, OE?
J

determinanst is. A j index most az x-bdl x'-be mens E energidval mozgd
klasszikus pélyékat jeloli. A p; index pedig most az ilyen palyak fokusz
pontjait szdmolja.

Hasonl6an ahhoz, ahogy az idéfiiggd esteben az idéfejleszté operator
alakjat expliciten meg tudtuk adni révid id6kre (Id. (1.52)), most a Green
fiiggvény kis |z — 2| tavolsagokra érvényes alakja hatarozhato meg:

Go(z, o', E) = —

im (\/Qm(E —U(@))

2h? 2mh|x — 2|

%
) H?QJ(\/%(E — Ux))|z—2'|/h),

(1.66)
ahol H a (kifut6) Hankel fiiggvényt jeloli.
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1.2.3. A trace formula és a spektraldeterminans

A (1.64) Green fiiggvény ismeretében az tn. trace formuldt formalisan a
Green fiiggvény nyomanak,

1
dzG* (z,2,F) = , 1.67
J =Y 5 (1.67)

a szemiklasszikus i — 0 hataresetben a nyeregpont modszerrel valo kiértéke-
lése utan kapjuk. Azonban itt nagyobb gondossagra van sziikség, mint ahogy
azt a klasszikus eset alapjan feltételezhetnénk. A probléma gydkere az, hogy
az (1.67) szumma divergens. A divergencia jellegét megvilagithatjuk ugy,
hogy az (1.67) szummaét integral alakba irjuk:

1 [ dE)
= [ dF’ 1.68
Z E — E; / E—E" (1.68)
k 0
ahol d(E) = Y 7 ,0(FE — Ej) a rendszer allapotsiiriisége. A szumma nagy
energias ( Fy, E' >> F) tagjainak Osszege megbecsiilhets egy de’%

integrallal, ahol az atlagos allapotstriiséget a statisztikus mechanikabol jol
ismert

m2t—f =

d(E) = % /dwdp5(E—H($,p)) = hf7rf/2—F(f/2) /dx[?m(E—U(x))] 2

U(z)<E

(1.69)
kifejezés szolgéltatja. Nagy energidk esetén az allapotstiriiség viselkedése
tipikusan d(E) ~ EU2/2 ¢s az (1.68) integral a szamunkra fontos f > 2
esetben divergens. A trace divergencidjat megsziintethetjiik, ha kivonjuk
bel6le az energiaszintek atlagos stirlisége okozta divergenciét, és a

E,

B - 1 max I CZ(E'/)
Trg(E) = lim > 5=E / dE'—— (1.70)
0

Emaz—00
k,Ek <Ema9:

kiilonbséget vizsgaljuk. Ez a kifejezés méar nem lesz divergens, és mivel az E
energia egy sima fiiggvényének levonasa nem valtoztat a pélusok helyzetén,
igy ez az 10j regularizalt trace is alkalmas marad az energiaszintek meghaté-
rozasara. Egy masik hasznos tulajdonsaga ennek a regularizaciéonak, hogy
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z (1.66) rovid tavolsdgokra kiszdmitott Green fliggvényt felhasznélva, a
kovetkezd alakba irhato:

Trg(E) = Tr(GT — Gy) = /d:c(G+(x,x, E) - Gy(z,z,EF)). (1.71)

A nyeregpont modszerrel célszertd ezek utan ezt a regularizalt alakot kiszami-
tani. A szemiklasszikus szdmolasnal természetesen a Green fiiggvény helyére
az (1.64) szemiklasszikus Green fiiggvényt helyettesitjiik:

2 ; -
Trgsc(E) = 7(2 ;fil /dﬂ? E |Dj($,$,E)|I/QGESj(I’I’E)+Zﬁuj/2—/dajG0(x,x,E),
T 2 :
J

(1.72)
A trace-ben felléps j palydk most olyanok, hogy kezdé- és végpontjuk egy-
arant x. A nyeregpontokat ismét a fazis derivaltjanak zérushelyei adjak. A
fazis most a Hamilton-Jacobi hatas. Derivaltjadnak kiszdmitasakor a kezdd-
és a végpont szerint is derivalnunk kell,

0S;(x,z,E)  0S;(2', 2", E) N 0S;(z', 2", E)

0= o0x B ox' ox"

= p;(z) —p(2),
z'=x"=z z'=x"=x (173)

ahol felhasznaltuk, az impulzusok Hamilton-Jacobi féle

oS(x', 2", E oS(«', 2", E
g OSE@TE) 95", E)
ox

ox!
definicioit. Az (1.73) egyenlet azt jelenti, hogy a j-vel jelolt klasszikus palyak
nemcsak ugyanabban az z pontban kezd6dnek és végz6dnek, de a palya kezd§
és vég impulzusai is megegyeznek. Ezt a feltételt kielégitik a 0 hosszisagu pa-
lyak, amik z-b&l indulnak, és ott is végz&dnek ill. az z-en dthaladé klasszikus
periodikus palyak. Megmutathato, hogy a 0 hosszusagu palyak jarulékai pon-
tosan megegyeznek a regularizacio érdekében bevezetett [ dzGo(z,z, E) tag
jarulékaval, és igy ezek kiejtik egyméast . A periodikus palyak jarulékainak
kiszamitasdhoz ismét parallel és ortogonalis koordinitékat kell bevezetni a
palya koriili kis tubusban. Az integralokat csak hosszas manipulaciok utan
lehet kiszdmitani, aminek részletezése nélkiil a végeredmény:

6hrSp(E +irpp/2

Trgse(E Z = Z de =T (1.74)
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ahol a jelolések megegyeznek a klasszikus esetével, u, Maslov index a peri-
odikus palya menti fokusz pontok szdma, S,(E) = ¢ pdq a periodikus palya
egyszeri koriiljardsara vett Hamilton-Jacobi hatas. A klasszikus trace for-
mulatol eltéréen itt oszcillalo tagokbdl allo Osszeget kell kiszamitani. Fi-
gyelemre mélto a stabilitasi faktorban megjelend 1/2 hatvany. A klasszikus

esetben az .

det(1 — J%))]

faktor lényegében egy adott periodikus palya koriili megtalalasi valoszind-
séggel aranyos. A kvantumos esetben ennek a gyoke jelenik meg, ami an-
nak a jele, hogy kvantumosan a periodikus pélydk megtalélasi amplitiido6i
Osszegzédnek.

A klasszikus esethez hasonldan itt is kiszamithato a spektraldeterminans,
az in. Gutzwiller-Voros zeta fiiggvény:

1 e%rsp(E)‘H’"llp/Q
Zs(F) = — — , 1, 1.75
(B) = exp ( 2, [det(1 — Jr)[72 (1.75)
pr
melynek logaritmikus derivéltja éppen a a trace formulat adja:
d 7' (F)
Trg,.(F) = —=log Z,.(F) = =>“—, 1.76

és az (1.67) ill. (1.70) polusait, azaz a sajatenergiakat ill. rezonancidkat a
Zs.(E) zérushelyei adjak.

1.2.4. Rezonancidk a harom diszk rendszerben

A harom diszk egy nyilt szor6 rendszer. Kotott kvantum allapotokkal nem
rendelkezik. Az ilyen rendszereket szorasi amplitudokkal jellemezhetjiik. A
szorast tanulméanyozva taldlhatunk rezonancia allapotokat, mely a rezonan-
cidhoz tartoz6 valos energiaval és a rezonancia élettartaméanak reciprokaval
jellemezhets. Matematikailag a rezonancia allapotok a Schrodinger egyenlet
olyan sajatallapotai, melyekhez tartozo hullamfiiggvényekkel szemben azt a
hatarfeltételt rojuk ki, hogy a szoérécentrumtol tavol csak kifuté gémbhul-
lamokbol alljanak, és ne legyen befuté hullam komponensiik. A Scrédinger
egyenlet ill. Hamilton operator ilyen hatarfeltétel mellett nem hermitikus,
spektruma pedig komplex szamokbol 4ll. A sajatértékek valos része (ReEy) a
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rezonancia valos energiaja, imaginarius része negativ, nagysiga ['y = —ImFE}
a rezonancia 7 élettartamanak reciproka, I'y = 1/7;. A rezonancidk — a
zart rendszerek energiaszintjeihez hasonléoan — fontos szerepet jatszanak az
ilyen rendszerek leirasaban, és kiindulopontjai tovabbi elméleti és kisérleti
vizsgalatoknak. A hirom diszk rezonancidk numerikusan nagy pontossaggal
meghatarozhatok, és jol tesztelhetGk rajtuk a szemiklasszikus kozelitésben
kapott eredmények.

A Gutzwiller-Voros zeta fiiggvénybdl (1.75) ugyanazzal a modszerrel ha-
tarozhatok meg a rezonanciak mint a klasszikus esetben. ElGszor bevezetjiik
az 1j

iy, irSy(E)+iru,/2
S ) (1.77)

Zs.(E, z) = exp (—pzr r|det(1— J;)|1/2

spektraldeterminanst. Ez z = 1 esetén visszaadja az eredeti spektraldeter-
minénst. El6nye, hogy a spektraldeterminénst z szerint hatvany sorba fejtve
azt a pattogési szdm szerinti sor alakjaban allithatjuk els. A z szerinti kifej-
tést a spektraldeterminans kummulans sorfejtésének nevezziik:

o0

Zsc(E’ Z) =1- ZQk(E)Zk’ (178)

k=1

ahol a Qx(F) kummulans csak a k vagy annal kevesebbet iitkozd periodikus
palyaktol fiigg. Amennyiben a kummulansok elegend&en gyorsan csokken-
nek, a sort egy kell6en nagy k., tagjanal megallhatunk, és z = 1-et vissza-
helyettesitve a zérushelyeket a

kmaz

0=1-) QuE) (1.79)

egyenletbdl hatarozhatjuk meg. Tapasztalatok szerint a kummuléns sor kon-
vergencidja a kvantumos esetben is gyors, 4&m erre az esetre nem ismert
olyan tétel, ami a szuper-exponencialis konvergenciat biztositani. Az (1.6)
adbra a kummulansok esését mutatja a harom diszk rendszerre. A harom
diszk probléma és altalaban minden biliard probléma esetén, a pattogd golyod
sebességének és impulzusanak nagysiga a mozgas soran allando, és igy a
hatas S,(E) = |p|L, alakban irhato, ahol L, a palya geometriai hossza |p|
pedig az impulzus nagysaga. Bevezetve a k = |p|/h = v2mFE /h hullamsza-
mot a spektraldeterminéns a klasszikus (1.44) -hoz nagyon hasonlé alakba
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1.6. Abra: A harom diszk rendszer szemiklasszikus kummulansaia: R=1:3
esetén (log,o |Qk(E)| vs. k). Nagy k-k esetén a kummulansok méar csak
exponenciélisan esnek [Cvitanovi¢, Rosenqvist, Vattay, Rugh 1993].

irhato:

& 2T npr ikr Ly
Zs.(E, z) = exp ZZ T ) : (1.80)
2 'A ( %)

Az egyes palyakra vonatkozo adatok az 1.1. tablazatbol meghatarozhatok (L,
ugyanaz mint 7, mivel v = 1 sebességet feltételeztiink). A Maslov indexek
is kiilonosen egyszerii alaktak a harom diszk rendszerben. A kemény falakon
val6 iitkozés esetén a Maslov index éppen a pattogasok szamanak kétszerese
py = 2n,, e™/2 = (—1)™". Az 1.7. 4bra a spektrildeterminins zérushe-
lyeit mutatja. A valédi és szemiklasszikusan szamolt rezonancidk jo egyezést
mutatnak, ha a komplex hullamszam imaginérius része nem til negativ. Az
eltérések gyorsan csokkennek a hullamszam valés részének novelésével, ami
természetes is, hiszen a kK — oo hatarérték ugyanaz, mint a i — 0 sze-
miklasszikus hatarérték. Egyre nagyobb energidk esetén a szemiklasszikus
kozelités feltételei egyre jobban teljesiilnek.
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1.7. abra: A harom diszk rendszer egzakt (o) és szemiklasszikus (+) re-
zonanciai a komplex hullimszam (k) sikon ¢ : R = 1 : 6. A valos
tengelyhez legkdzelebbi rezonancidk mar az 5 legrévidebb primitiv peri-
odikus palyabol (k. = 4) is kielégitGen meghatarozhatok (Az abra mind-
két esetben csak az A szimmetria osztalyba tartozo rezonancidkat mutatja.)
|Cvitanovié¢, Vattay, Wirzba 1997|.

1.3. A trace formula korrekcio6i

Amint mér utaltunk ra, a Gutzwiller trace formula mérfoldké a klasszikusan
kaotikus rendszerek szemiklasszikus kvantélasaban. A 90-es évek elejéig tobb
tucat rendszer esetén alkalmaztak sikeresen az energiaszintek ill. rezonanciak
meghatéarozasara. Az esetek tObbségében a szemiklasszikus kozelités jol re-
produkalta az energiaszinteket, gyakran beleértve még az alapallapotot is.
Azonban, a szemiklasszikus kozelités hibainak nagysigéit a szemiklasszikus
elméleten beliill maradva nem tudjuk csokkenteni.

Ez jol demonstralhaté a harom diszk probléma esetén. Az 1.7. abra a
kvantumos és a szemiklasszikus rezonanciakat mutatja akkor, amikor csak a
maximum 4 iitkdzés utan zar6doé periodikus palyakat vessziik figyelembe a
szemiklasszikus szamitasoknédl. Az 1.8. abra ugyanezt mutatja a 8 {itkozés
utan zardédo palydk felhasznalasaval. Tobb periodikus pélya figyelembevé-
telével Gjabb, mélyebben fekvé kvantum rezonancidkhoz is taldlunk kozelitd
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1.8. dbra: A héarom diszk rendszer egzakt (¢) és szemiklasszikus (4) rezo-
nanciai a komplex hullamszam (k) sikon ¢ : R = 1 : 6. A szamitasokhoz a
maximum 8 iitkozést végz6 primitiv periodikus péalyakat hasznaltuk fel (Az
abra mindkét esetben csak az Al szimmetria osztalyba tartozé rezonanciakat
mutatja.) |[Cvitanovié, Vattay, Wirzba 1997|.

értékeket, de a korabban mar megtalalt rezonanciak pontossaga lényegesen
nem javul.

Ennek kovetkeztében a szemiklasszikus kozelités kvantumos korrekcidi
kaotikus rendszerekben a kilencvenes évek elejétsl kezdve az érdeklédés kdzép-
pontjaba keriiltek. Akkoriban az a vélemény terjedt el, hogy a szemiklasszi-
kus kozelités elsGdleges hibaja abbol szarmazik, hogy a Gutzwiller trace
formula levezetésekor fellépd nyeregpont integralokat csak a nyeregpont ko-
zelités vezet6 rendjében végezziik el. A Feynman 1t integral nyeregpont
kozelitésének korrekcioi jol ismertek a térelméletbdl [Zinn-Justin 1989, a kor-
rekciokat perturbativ modszerekkel (i)™ hatvanyok szerinti aszimptotikus
sor alakjaban kapjuk meg. Amennyiben a trace formulat ilyen korrigalt Feyn-
man propagatorbol szarmaztatjuk, a korrigalt trace formula

T N 4O a2 A®)
tg(E) =Y (Al +ihAY + (ir)2 AP + . (1.81)
!

alaku lesz, ahol [ a periodikus palydkra vett Osszegzés. Az Al(o) vezetd rendi
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1.9. abra: A harom diszk rezonancidk a kis Rek tartomanyban. Az egzakt
kvantum rezonancidk (¢) egy részéhez még kozelitGleg sem talalunk megfelel-
tethets szemiklasszikus (4) rezonanciat ( [Rosenqvist, Vattay, Wirzba 1996]
alapjan).

tag azonos az (1.75) formulaval. Az elsé korrekci6 Feynman diagramm-
jait Gaspard és Alonso [Gaspard, Alonso 1993 hatarozta meg, és alkalmazta
a harom diszk rendszerre. Az elsé h korrekcioval kiszamitott rezonancidk
hibdja szazalékosan kifejezve jelentGsen csOkkent a nagy redlis résszel ren-
delkezd, és a valds tengelyhez is kozel fekvd rezonancidk esetén. A kis realis
résszel rendelkezd rezonanciak esetén a helyzet nem javult, s6t a legalacso-
nyabb rezonanciara romlik (Id. az 5.1. tablazatot).

Ennek oka az, hogy az (1.81) sorfejtés aszimptotikus, a sor esszencialisan
divergens, melynek magas rendid tagjai Al(n) ~ nla™ moédon viselkednek
|Dingle 1973]. Ezért az aszimptotikus sorok elméletében megszokott mo-
don |Erdélyi 1953] az ilyen sorokat csak egy bizonyos optimalis tagig szabad
Osszegezni, amig pontossdguk javul. Az optimélis tag utan a sor gyorsan
divergal. A kis realis részii rezonancidknél ez az optimalis tag éppen az elsg,
minden tovabbi tag rontja az eredményt.

Osszességében azt mondhatjuk, hogy a nyeregpont korrekciok jo ered-
ményeket hoztak a valos tengelyhez kozeli és viszonylag nagy reélis résszel
rendelkezd rezonancidk esetén. Azonban a kis realis résszel rendelkez§ és nagy
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negativ imaginérius résszel rendelkezd rezonancidk esetén egy egésszen 1ij je-
lenséggel talalkozunk. Az 1.9. abran kinagyitott tartoméanyon jol lathato,
hogy bizonyos rezonancidkhoz egyéltalan nem is talalhato szemiklasszikus
kozelités. Ezen a probléméan a perturbativ jellegii nyeregpont korrekciok
nyilvanvaléan nem tudnak segiteni. A hidnyz6 rezonancidk ravilagitottak
arra, hogy a szemiklasszikus kozelités Gutzwiller elmélete még valami nagyon
alapvetd effektust nem tartalmaz, ami bizonyos szempontbdl a nyeregpont
korrekcioknal is fontosabb. A megoldast a [Vattay, Wirzba, Rosenqgvist 1994|
publikicidéban taladltuk meg, melyben megmutattuk, hogy ez a fontos effek-
tus a diffrakcio. A kovetkezo fejezetben a Gutzwiller trace formula diffrakcios
effektusokat is figyelembevevs altalanositasait mutatjuk be.
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2. Fejezet

A diffrakci6é periodikus palya
elmélete

A Gutzwiller trace formula a kvantummechanika egy geometriai optikai jel-
legli kozelitésén alapul. Ez a kozelités mindaddig nagyon pontos, amig a
periodikus palyak elegendGen jol lefedik a kaotikus rendszer fazisterét. FEz
azonban nem Aall fenn, ha példaul a szér6 centrumok szama kicsi vagy téavol-
saguk nagy a tipikus méretiikhéz képest. Ilyen esetekben fontos figyelembe
venni a geomertiai optikan tuli effektusokat is. Ebben a fejezetben |Vattay,
Wirzba, Rosenqvist 1994], [Vattay, Wirzba, Rosenqvist 1995|, [Rosenqvist,
Vattay, Wirzba 1996] és [Dahlqvist, Vattay 1998] alapjan azt vizsgaljuk meg,
hogy a diffrakcié geometriai elmélete hogyan épitheté be a periodikus pélya
elmélet keretei kozé. Diffrakcié akkor torténik, ha a részecske de Broigle
hullAmhossza nagyon nagy a szord potencial térbeli valtozdsahoz képest.
[lyen hely példaul a szér6centrumok hatéara, kiszogellései, sarkai, valamint kis
pontszerd szennyezések. A diffrakciés effektusok fontos szerepet jatszanak a
mezoszkopikus vezetSk fizikdjaban is, melyrél kés6bb még lesz sz6.

2.1. A diffrakci6 geometriai elmélete

A diffrakcios jarulékok levezetéséhez kiindulhatunk a Feynman palya integral-
bol is. A szemiklasszikus Van Vleck propagator levezetésekor a nyeregpont
kozelitést alkalmaztuk. A hatéas fiiggvény minimumait kerestiik és igy jutot-
tunk el az z és ' pontokat Gsszekots klasszikus péalyadkhoz. Azonban nem
minden esetben lehetséges két pontot klasszikus palyaval 6sszekotni. A 2.1
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2.1. abra: a, és b,: Két pontot 6sszekots legrovidebb palyak kemény (&tlat-
szatlan) potencial falak jelenlétében. c,: A legrévidebb diffraktiv palydk a
két diszk rendszerben.

a, és b, dbrakon két ilyen helyzet lathaté. Az egyikben az A és B pontokat
egy sima feliiletli akadaly valasztja el egyméastol, a masikban pedig egy éles
sarokkal rendelkez§ objektum. Az els6 esetben a legrévidebb palya a sima
feliiletet érintve a sima feliileten halad, majd attél érintSleges iranyban elsza-
kadva éri el a végpontjat. A méasodik esetben a legrévidebb palya az objektum
sarokpontjan keresztiil jut el a végponthoz. Ezek a palyidk nem stacionariusak
mégis ezek azok a palyak, melyek koriil a kényszerfeltételeket is figyelem-
bevéve a hatas valtozasa a legkisebb. Igy a Feynman palya Osszegzés soran
ezek jaruléka a dominans. A Feynman palya integralbol ezeket a diffrakcios
jarulékokat Buslaev |[Buslaev 1963| vezette le.

A diffrakci6 geometriai elméletét méas aton J. B. Keller dolgozta ki [Keller
1958] és |[Keller 1962] cikkeiben. Ennek lényegét most Gsszefoglaljuk. Két
pontot Osszekots diffraktiv palyakat atlatszatlan potencialfalak jelenlétében
Fermat variacios elvének kiterjesztése Gtjan kaphatjuk meg [Keller 1962]. A
szokasos Fermat elv szerint a konfiguracios térben a klasszikus péalyak azok
a sima gorbék, melyekre egy A és B pont kozétti [ pdg hatas stacionarius.
Kemény falak jelenlétében tjfajta sima gorbéket is meg kell engedniink: fi-
gyelembe kell venniink minden olyan szdmharmashoz (r,s,t > 0) tartozo
gorbéket (D,), melyek r a felszinen fut6 sima gorbét, s cstcsot és ¢ élet
tartalmaznak (3 dimenzios feladatot feltételezve). A diffrakcios palyak azok,
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melyek egy-egy D, ; osztalyon beliil minimalizaljak a hatast. A Dggo osztaly a
szokasos palyakat jeloli. Kétdimenzioban csak a D, osztalyok lehetségesek.
Ezek Digo és Dyy1 reprezentansai a 2.1 a, és b, abrakon lathatok.

Felmeriilhet benniink az a gondolat, hogy vajon tekinthetjiik-e valami-
lyen értelemben klasszikus palyaknak, a Newton egyenlet megoldasainak,
ezeket a diffraktiv palydkat. Képzeljiik el, hogy az A pontbdl minden irdny-
ban klasszikus palyakat inditunk el. Ezek egy része nem fog az akadéllyal
taldlkozni. Més résziik az akadalyon iitkozik, és arrdl lepattan. E kétfajta
viselkedés hataresete az a diffraktiv palya, ami éppen az A’ pontot talalja
el. Ennek a paly4dnak a kiszamitasara a Newton egyenlet nem ad eligazitést,
megoldasa nem egyértelmi. A diffraktiv péalydkat felfoghatjuk tgy is, hogy
azokban a pontokban, ahol a klasszikus mozgasegyenletek nem oldhaték meg
egyértelmien, megengedjiik, hogy a palya tetszéleges irdnyban folytatédjon.
Ezeknek az irdnyoknak persze a valosziniisége iranyfiiggd lesz, és csak a kvan-
tummechanikabo6l tudjuk meghatarozni. Ennek modjat ismertetjiik most.

Amint megtalaltuk az altaldnositott diffraktiv péalyét, a palya egyes sza-
kaszait kovetve ki tudjuk szdmitani a szemiklasszikus Green fiiggvényt a
Keller altal megadott modszerrel. Példaul a 2.1 b abra (Dgo1) tipusu palyaja
esetén az A és az A’ sarokpont kozott a szemiklasszikus Green fiiggvényt
(1.64) adja meg. A Green fiiggvény felfoghat6 tigy is, mint az A-b6l mint
forrasbol indulé hullamok A’-be bees6é amplitudoja

Ginci = Gj’c(xA,acA/,E). (2.1)

Amint az A-bol indulé hullamfront eléri az A’ sarokpontot, ott a Hygens
elvnek megfelelGen maga is forrasa lesz ijabb hullimoknak. A sarokpontban
eredd forras erGsség aranyos lesz a beesé hullam amplitadojaval:

Qqiff = PGingi - (2.2)

Az aranyossagi tényezé a diffrakcios dllandé D, amely a lokilis geometriatol
és a diffrakcio fajtajatol fiigg. A diffrakcios dlland6 meghatarozhato egzaktul
megoldhaté problémak [Sommerfeld 1896, Pauli 1938| Green fiiggvényeinek
szemiklasszikus sorfejtésébdl. A sarok (vagy ék) diffrakcio esetén ez:

sin(7/n) 1
n cos(m/n) — cos((Pin — bour)/M)
1
cos(m/n) — cos((m + ¢in + Pour)/n) ]’

D(¢ma ¢out) =

(2.3)
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ahol (2 — n)m az ék nyilasszoge, ¢, €s ¢ou: pedig a diffraktiv palyanak az ék
normalisahoz viszonyitott befutasi és kifutasi szogei. Végiil, a Green fiigg-
vény a B pontban a Qy;g forraserdsségl forrdsbdl indulé hullim erdssége
lesz, amit Q4;¢G1. (747, 2B, E) ad meg. Osszefoglalva az A-bol B-be vezets
diffraktiv palya mentén szamitott Green fiiggvény

GD(-Z.A; rpB, E) = Gj;;(an Zar, E)D(¢lna ¢0uta k)G:—c(fL'AI,CUB, E) (24)

alaku lesz.

A 2.1a, abran lathato szituacié az ismertetett ék diffrakcional annyival
bonyolultabb, hogy a diffraktiv palya egy szakaszon az akadaly felszinén ha-
lad. Ismét kovetve a diffrakcios palyat az A és A’ pontok kozott, a Green
fiiggvényt az (1.64) adja. Az A’ pontban a bees6 hullam egy felszinen végigha-
lad6 Gn. "kiszo" (creeping) hullamot indit. Az A’ pontban a diffrakcios
allando6 a norméal-kisz6 hullam konverziéra vonatkozolag [Franz 1954]

B ] kp)l/fi
D= 21/33 2/3 5Z’/T/12(7 2.5

ahol Ai'(z) az Airy integral derivaltja, Ai(z) = [~ dtcos(zt — %), k =
v/2mE [h a hullamszam, p a felszin gorbiileti sugara a cstisz6 hullam keletkezési
pontjaban, z; az Airy integral els§ zérushelye, ami jo kozelitéssel

x; = 63 (7(9/4))?/3/2. A forras ezutan egy kiiszé hullamot kreal a felszin
mentén. A kiuszas kdzben a hullam amplitidéja gyengiil, s ennek mechaniz-
musa analég az elektrodinamikaban szokasos sugarzas mechanizmusaval. A
kisugarzott intenzitas aranyos a forras intenzitésaval,

%G;(s, E)? = —2a(s,E) G} (s, E)?, (2.6)
ahol s a felszin mentén a forrastél mért tévolsag G/ (s, E) a Green fiigg-
vény komplex amplitidoja a felszinen. Az a(s, E) egyiitthato fiigg a fel-
szin helyi gorbiileti sugaratol (p(s)), és a(s, E) = x1e7"/%(k/6p(s)?)/? alaki
[Schrempp, Schrempp 1980]. A csiisz6 hullam Green fliggvénye végiil

G;(QAU a5, E) —e” fOL dsa(s,E)G%S(mA/ ,mB/,E)’ (27)

ahol L a cstisz6 hullam altal a felszinen megtett ut, és S(z4, 5, E') ugyanezen
szakasz mentén vett hatéds integral. A cstsz6é hullam aztén a B’ pontban is-
mét tisztan szabadon haladé hullaimot indit. A hullam forrasa B’-ben van
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és erGsségét ismét a (2.2) és (2.5) egyenletek adjak meg. Végiil a diffraktiv
palya mentén szamitott teljes Green fiiggvény a

Gg(.Z'A,:L'B,E) = G(.%A,QZAI,E)DA/GD(.Q?AI,xB/,E)DB/G(CCB/,:UB,E) (28)

alakot Olti.

Osszefoglalva az eddigi formulakat, azt mondhatjuk, hogy a szemiklasszi-
kus Green fiiggvény diffraktiv része (Gp(q, ¢, E)) leirja a klasszikus dinamika
szingularis pontjaibol szarmazoé jarulékokat. Ezeket a jarulékokat a legal-
taldnosabban a

+ !/
G .’E .iC § : § : Gsc/cr z le JIGsc/cr(xJI"Th)D D Gsc/cr(x]k’ .Z‘)
k=1 j1,j2,.-\Jk

(2.9)
modon foglalhatjuk 6ssze, ahol z;,7 = 1,2,..N a diffraktiv pontok helyei, &
pedig a diffraktiv pontok szama. A diffraktiv pontok kézott a hullamterjedés
normal (sc) vagy (cr) kuszo jellegének megfelelen hasznaljuk a (2.7) vagy
az (1.64) Green fiiggvényeket.

2.2. A diffraktiv trace formula

A diffraktiv Green fliggvény levezetése utan a diffraktiv palydk jaruléka a
trace formuldba mér kiszamithaté. A teljes szemiklasszikus Green fiiggvény
most a diffraktiv (2.9) és geometriai (1.64) palyakat tartalmazo6 tagok Gsszege,
és a trace is két tagbol all:

TrGT(E) =~ Tr GL(E) + Tr G5 (E), (2.10)

ahol TrG,(E) a szokasos Gutzwiller trace formula, mig TrG},(F) az j trace
formula, ami a diffraktiv jarulékokat tartalmazza. A diffraktiv trace formulat
a (2.9) kifejezés x és z' valtozoinak egybeejtése és kiintegralasa utan kapjuk:

+ —
TrGD - z : z :/ sc/c'r x]k’ sc/cr $ 1 L H sc/cr m]z’xjwl)

k g1k
(2.11)
ahol kiilonvalasztottuk a fix és az x fliggd tagokat. A felléps integral a nyereg-
pont modszer segitségével kiszamithato [Vattay, Wirzba, Rosenqvist 1994],
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eredménye

T(zj,,xj,)
/de:—c/cr(xjk’x)G:—c/cr(xijl) ~ %G;/cr(xjk’le)i (212)

ahol T'(z;,,z;,) a két diffraktiv pontot 6sszek6td klasszikus vagy kuszo palya
ideje. Ezt az Osszefiiggést visszahelyettesitve, a szummalandé tagok min-
degyike diffraktiv pontokat klasszikus vagy kiusz6 palyakkal 0sszekotd zart
periodikus palya lesz.

Ennek a kifejezésnek az tijdonsaga az, hogy benne nem a hagyoményos — a
Newtoni mechanikat kielégit6 — periodikus palyak lépnek fel, hanem olyan tn.
diffraktiv periodikus pdlydk melyek a diffraktiv pontokat kotik ossze a diffrak-
ci6 geometriai elméletének szabalyai szerint, periodikus palyat formélva.

Végiil, a trace a kovetkezd kiilonosen egyszerii alakra [Vattay, Wirzba,
Rosenqvist 1994| redukalodik:

Tr Gp(E ZZ

ahol T,(E) a diffraktiv primitiv (egyszeresen bejart) periodikus palya perio-
dus ideje, z; a diffraktiv pontok helye, D(z;) a diffrakcios alland6 a primitiv
péalya mentén, n, a diffraktiv pontok szama a pélyéan és z,,.1 = z1.

r

HD Gl ey, E)| (2.13)

2.3. A diffraktiv spektraldeterminans

Ebben a fejezetben a sajatenergidk vagy rezonancidk megkereséséhez sziik-
séges a spektraldeterminans levezetését adjuk meg. A spektrildeterminéins
logaritmikus derivaltja a trace formula:

Z'(E)
Z(E)’

TrG(E) = ilogZ(E)

= (2.14)

és zéroi (Z(F) = 0) megegyeznek a trace pélusaival, amik éppen a sajat-
energiak vagy rezonancidk. Mivel a trace formula most a Gutzwiller és a
diffraktiv tag Osszege, a spektraldeterminans a Gutzwiller-Voros féle (1.75)
és egy uj diffraktiv zeta fiiggvény szorzata (Z(E) = Zs(E)Zp(E)), mivel
ekkor a logaritmikus derivalt 6sszeg alakban &ll elé:

d log Zse(E)Zp(E) = Zig * gigg’

d
log Z(E) = 5

dE

(2.15)
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és a diffraktiv résznek ki kell elégitenie a

d
TG} = IE log Zp(E) (2.16)

egyenletet. Konnyen ellenérizhetd, hogy h vezets rendjében ez a spektralde-
terminans

Zp(E) —exp< Z H G(¢, 1, )]) (2.17)

alakd. A repeticios szamra az Osszegzés elvégezhets, és az 1—x = exp(— > oc
azonossagot kihasznalva

r=1"n

Zo(B) = [[(1 - 1) (218)

p

végtelen produktum alakra hozhato, ahol bevezettiik a

t, _HD 2?2, |, E), (2.19)

stlyokat, ahol z¥ a p primitiv diffraktiv ciklus diffraktiv pontjait jelli.
A (2.18) spektraldeterminansban a végtelen szorzat kifejthetd a kovetkezs

alakban
_1—Zt + Y tpty — (2.20)

P
A (2.19) stalyoknak van egy olyan tulajdonsaga, ami segit radikilisan cstkken-
teni a kiszamitando tagok szaméat: Ha két kiilonb6z6 p és p’ diffraktiv peri-
odikus palyanak van legaldbb egy kozos szakasza, akkor a két palyabdl egy
hosszabb harmadik p + p' periodikus palyat képezhetiink, és az ehhez a pa-
lyahoz tartozo sily éppen a két rovidebb periodikus palya silyanak szorzata
lesz:

tprp =1p - Ty (2.21)
A (2.20) kifejtésben fellép ez az Osszetett palya is de negativ elgjellel. Igy az
ilyen primitiv periodikus palyak szorzatai kiesnek, és csak azok az alapvetd
diffraktiv primitiv periodikus palyak maradnak meg, melyek nem &llnak el
rovidebb palyak egyesitéseiként:

ZpE) =[] -t)=1-> t, (2.22)

ahol a ty-k az alap palyak.
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2.2. abra: A két diszk rendszer

2.4. Két diszk rezonanciak

A diffraktiv periodikus palyak hatésat elGszor a harom diszknél egyszeriibb
két diszk rendszeren (I1d. 2.2. abra) teszteljiik. A két diszk rendszer szim-
metriait kihasznélva a 2.1.c, abran lathaté modon deszimmetrizalhatjuk a
rendszert, a szimmetriatengelyeken torténd iitkozéseket beiktatva. A két
diszk rendszerben egyetlen klasszikus periodikus palya létezik, mely a két
diszk kozotti szimmetria tengelyen pattog oda-vissza. A szemiklasszikus
spektraldeterminans egy periodikus palya esetén rendkiviil egyszerti alakra
hozhato:

X _rnp —1)"ertikrLp 00 ikLy
Zsc(k) =€exp | — Z £ ( ) (16 1 ) = H (1 + ﬁ) ) (223)
- P

=1 | [Ap[Y? j=0

Ap

ahol k = vV2mE/h, és 2m = h = 1. Ennek a végtelen produktumnak
a zérushelyei megegyeznek az egyes tagok zérushelyeivel, amit explicit for-
méaban meg is adhatunk:

kn® = (mn —i(j + 1/2) In A) /Ly, (2.24)

ahol n = 1,2,3,---. A Gutzwiller trace formulara épiilé szemiklasszikus
kozelités ezt az eredményt adja. A 2.3. abran jol lathato, hogy ezek a
rezonancidk jo kozelitéssel megadjak a valés tengelyhez legkozelebb fekvs
rezonancidkat, de egyaltalan nem adnak kozelit értéket néhany mélyebben
fekv6 rezonanciara.

2.4.1. A szemiklasszikus Green filiggvény kiszamitasa

A négy legrovidebb diffraktiv palyat a fundamentéalis tartoméanyban a 2.1.c,
abra mutatja. A diffraktiv palyak jarulékainak kiszamitasahoz elGszor a sza-
bad pélya szakaszokra kell meghatarozni a szemiklasszikus Green fiiggvényt.
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2.3. abra: A két diszk rendszer rezonanciai a : R = 1 : 6 esetén a komplex k
térben. Csak azokat a rezonanciakat tiintettiik fel, melyek hullamfiiggvénye
mindkét szimmetria tengelyre szimmetrikus. A (o) jeloli az egzakt kvan-
tum rezonancidkat [Wirzba 1992|, (+) jeloli a diffraktiv periodikus palyakkal
kiegészitett szemiklasszikus kozelitést. A kis négyzetek jelolik a diffraktiv
palyak nélkiili, pusztan a Gutzwiller trace formulabdl szarmazé eredményt.
Jol lathato, hogy a diffraktiv palyak nélkiil a rezonancidk egy részéhez nem
kapunk szemiklasszikus kozelitést [Vattay, Wirzba, Rosenqvist 1994].

Kétdimenzios kemény falakkal hatarolt in bilidrd rendszerekben a Schro-
dinger egyenlet a Helmholtz egyenletre vezet,

(A +E)p(z) =0, (2.25)

ahol a k = {/2mFE/h* a hullamszam. A hullamfiiggvény a falakon elttinik.
A Helmholtz egyenlethez tartozé Green fliggvény a

(A+ k)G(z,2',E) = §(z — o) (2.26)

egyenlet megoldésa, ahol G(z,2', E) eltiinik a falakon. Falak hidnyaban két-
dimenziéban a kifuté Green fiiggvény

G* (1,4, E) = —%Hél)(kd(x,x’)) (2.27)
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alaka, ahol Hél)(as) az els6faju Hankel fiiggvény, és d(z,z') a q és ¢' tavol-
saga. Ennek a szemiklasszikus (7 — 0) kozelitése meghatarozhat6 a Hankel
fliggvény nagy argumentum esetén érvényes aszimptotikus alakjabol:

G+($,$,, E) — ]‘ eikd(l‘,l")—i37r/4‘ (228)
8rkd(x, ")
Ennek egy nagyon hasznos optikai interpretaciojat adhatjuk meg, ha kovetjiik
az x és x' pontokat OsszekOté sugarakat. A Green fiiggvény fazisa a sugér
mentén szamitott klasszikus hatéas:

!

q
/ p(¢")dq" = kd(q,q').
q
A Green fiiggvény amplitidéja pedig az

1
I(r) = 8mkr

intenzitas négyzetgyoke, ami egy x-be helyezett pontszeri sugérzé forras in-
tenzitasa a forrastol r = d(q,q’) tavolsagra. Falak jelenlétében altaldban
t6bb mint egy z-bdl induld sugér érheti el az 2’ végpontot. A szemiklasszi-
kus Green fiiggvény ezekre a sugarakra vett sugir menti Green fiiggvények
Osszege:

(2.29)

Gse(q, 4, E) Z Gy(z,2', E). (2.30)
Vrez—a!

A G Green fiiggvény fazisat a klasszikus hatas és a Maslov index Osszege
adja. A Green fiiggvény amplitidéja nem més, mint a négyzetgyoke annak
az intenzitasnak aminek forrasa z-ben van, és a sugar mentén jut el z’-be.
Optikai analogiat hasznalva ugy képzelhetjiik, hogy az =’ végpontban az z-
beli forrasnak a falak, mint gorbiilt tiikrok altal adott tiikorképét latjuk. Az
intenzitast ugyanaz a (2.29) formula adja ilyenkor is meg, de most az z-
b6l indulé hullamfrontok effektiv sugarat kell hasznilnunk. Ha a falak nem
gorbiiltek, akkor ez az effektiv sugar egyszeriien az x és x’ kozott a sugar
mentén mért d,(z,z') tavolsag. Ilyenkor a Green fiiggvény egyszeriien

r / _ (=1)™ ikdy(q,q')—i3m /4
GO(q,an) - 87dew((], C]')e ) (231)
ahol n, az iitkozések szama a sugar mentén. Gorbiilt falak esetén az effektiv
sugarat az els§ litkozésig megtett I; tavolsidg és a A nyujtasi faktor szorzata
adja meg:
Teff = llA (2.32)
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A nyujtasi faktor nem mas mint a geometriai optikabol ismert gorbe tiikrok
okozta nagyitas. Kiszamitdsanak egy modja, hogy elkészitjiik a tiikrok egymas
utani nagyitasainak

n—1
A=TJ0+50), (2.33)
i=1

szorzatat, ahol I; az i. és az (i + 1). iitkozések kozti tavolsag és k a
Bunimovich-Sinai [Bunimovich, Sinai 1980] gorbiilet. A Bunimovich-Sinai
gorbiiletet pedig rekurzivan a

ki = kK; +2/ricos(¢;),
o = w4 ) (2.31)

egyenletek segitségével szamithatjuk, ahol r; a fal gorbiileti sugara az litkozési
pontban, ¢; a normalishoz viszonyitott beesési szog, xk* pedig a BS gorbiilet
értéke kozvetlenill az iitkozés el6tt ill. utan. A rekurzié kezdeti feltétele
Kk, = 1/l;, ami az els6 {itkozési ponthoz érkezd hullamfront gorbiilete. Végiil
a Green fiiggvény alakja a kovetkezs lesz:

—-1)" ] N —i3m
Gila, o', B) = ) e, (2.3
143r

A nem gorbiilt falak esetén ebben a kifejezésben a A, = d,(q,¢")/l; nagyitas
jelenik meg visszaadva a (2.31) kifejezést.

2.4.2. A diffrativ palyak jarulékai

A 2.1.c, abran lathaté alap diffraktiv periodikus palyakra kiszamitottuk a
geometriai szakaszokon az effektiv sugarat (rfﬂ), a palya geometriai részének
hosszat (L) és a diffraktiv cstszéas hosszat (LP). Az els6 tiz alap diffraktiv
palya adatait a 2.1. tablazatban adjuk meg.

A téblazatban felsoroltakon kiviil még egy alap primitiv palya létezik.
Ez 2ma hosszusagu és a diszk felszinén halad mindvégig, geomertiai szakasza
nincs. A spektréldeterminéns diffraktiv részét végiil

—i3m /4 gik(Lg + L) —aly

adja, ahol D a (2.5) diffrakcids alland6. A szumma az alap palydkra vonat-
kozik, melyek a 2.1. tdblazatban vannak felsorolva. A 2.3. 4bran lathatjuk

Zp(k) = 1 — ke N p2(_qym’ (2.36)
b
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L¢/a

rf’ﬁ/ a

LP/a

B W W NN = O oS

5.656854249492
6.000000000000
9.832159566199
9.797958971132
13.81654759452
13.81309379078
17.81499162871
17.81464272590
21.81483475355
21.81479950722

5.656854249424
6.000000000000
58.16784043380
08.78775382679
578.1406653460
579.7434283719
5729.649817456
5732.235502463
56728.70010470
56732.26871144

3.821266472498
3.141592653589
3.476488812029
3.544308495170
3.507404058891
3.514253447057
3.510488616089
3.511180541615
3.510799703655
3.510869602322

2.1. tablazat: A tiz alap diffraktiv palya adatai a két diszk rendszerben « :
R =1:6 esetén. ( [Vattay, Wirzba, Rosenqvist 1994| alapjan.)

Zp(k) zérushelyeit, amelyek néhany szazalék pontossiggal reprodukaljak az
egzakt rezonanciakat.

2.5. A harom diszk rendszer

A két diszk rendszer nem tekinthets igazan kaotikusnak. A rendszer pa-
lyai instabilak, de a periodikus palyak szdma nem né exponencidlisan. A
két diszk rendszer egy masik nem generikus tulajdonsiga, hogy a rezonan-
cidkat Zp és Z,. zérushelyeibdl kiilon-kiilon szamithattuk ki. Ezért célszeri
az igazan kaotikus harom diszk rendszert [Rosenqvist, Vattay, Wirzba 1996]
is megvizsgélni. ElGszor a harom diszk rendszer alap diffraktiv periodikus
palyait vizsgaljuk meg, melyek egyetlen kisz6 szakaszt tartalmaznak. Hogy
képet kapjunk az elvégzendd feladatrol, elGszor leszamlaljuk ezeket a pa-
lydkat. Vizsgalatainkat ismét a fundamentélis tartoményban végezziik. A
szimmetria miatt feltehetjiik, hogy az alap diffraktiv palya az 1-gyel jelolt
diszk felszinérél indul érintGlegesen. Ha elGszor csak olyan palyakat tekin-
tiink, melyekben nincs iitkozés, azt latjuk, hogy az l-es diszket elhagyva a
két masik diszk valamelyikének felszinére juthatunk, és mindkét felszinen két
iranyban kuszhatunk korbe. Igy mar rogton négy kiilonbozé 1 topologiai
hossztsagu alap primitiv periodikus palyat taldlhatunk. Amikor ezeket a
palyakat a fundamentélis tartoményban abrazoljuk, azt talaljuk, hogy ketts
koziiliik egybeesik, a masik ketts pedig ugyanazt az utat jarja be egymassal
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2.4. abra: A teljes harom diszk rendszer a fundamentalis tartoméany
egy példanyaval. Az 1 topologiai hossztsagu diffraktiv palydkat a teljes
tartomanyba visszavetitve és a fundamentélis tartoményban is lathatjuk.
|Rosenqvist, Vattay, Wirzba 1996|

ellenkez6 irdnyban.

Az alap diffraktiv palydkat kodolhatjuk az altaluk a teljes rendszerben be-
jart diszkek sorozatanak lajas . .. a;, megadasaval, ahol az a;-ket az {1, 2, 3}
koziil valszatjuk, és nem engediink meg olyan ismétléseket mint ...11... |

..22...6s...33.... Ez aleiras tartalmaz egy kétszeres degeneraciot, mivel a
palya végén az utols6 diszket két kiilonb6z6 irdnyban is bejarhatjuk. Példaul
‘123’ két olyan kiilonbo6z6 palyat reprezental, amelyek az 1-gyel jelolt diszkrél
indulnak, titkoznek a 2-es diszkkel és végiil a 3-as diszk felszinén kusznak az
ora jarasaval megegyezd vagy ellentétes irdnyban. Ha most az m iitkozést
végz6 palyakat tekintjiik, akkor belathatd, hogy e mechanizmus segitségével
2n+l = 9m+2 darab n topolagiai hossztisagi diffraktiv palyat generalhatunk.
A diffraktiv palydk szdma tehat exponencidlisan n§ a topologiai hosszal.
Egészen megddbbentd, hogy — amint azt latni fogjuk — mar néhanynak a
figyelembevétele elegends a szérasi rezonanciak kiszamitasahoz.

Az a feltétel, hogy a kuszoé diffraktiv palydk mindig érintGlegesen indulnak
és érkeznek meg az elsé és az utols6 diszkre, nagyban megkonnyiti megkere-
sésiiket. Tegyiik fel, hogy el&irjuk a palya altal bejart diszkek sorozatat és az
utolséd diszk koriiljarasi irdnyat. Ezutén az els6 diszk felszinérél érintélege-
sen indulva megkeressiik az indulasi pontok azon tartomanyéit, ahonnan a
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pe  R%a  L¢ja  LP/a
12 6.000000 6.000000 4.188790
12  5.656854  5.656854 3.821266
13 6.000000 6.000000 2.094395
13 5.656854  5.656854 3.821266
121 58.167840  9.832159 4.523686
121 58787753  9.797958 3.544308
131 58.167840  9.832159 2.429291
131 58787753  9.797958 3.544308
123 66.352162 10.120809 4.384819
123 73.492203 10.147842 3.478142
132 84.855171 10.120809 2.678761
132 73.492203 10.147842 3.478142

2.2. tablazat: Az alap diffraktiv periodikus palyak adatai a harom diszk
rendszerben az a : R =1 : 6 esetben.

kovetkezd eldirt diszk elérhets. Utana ezt az intervallumot djra végigta-
pogatva megtalaljuk azt a még kisebb szakaszt, ahonnan az els6 utian a mé-
sodik eldirt diszket is elérjiik. Ezt folytatjuk az utols6 diszk eléréséig. Itt
megkeressiik azt a konkrét pontot, ahonnan indulva az utolsé diszket éppen
érintGlegesen érjiik el. A 2.5. tablazat mutatja a harom diszk rendszer igy
megkeresett alap diffraktiv palyainak adatait.

A héarom diszk rendszer esetén a spektraldeterminans kiszamitasa némi-
leg bonyolultabb mint a két diszk esetén volt. A spektraldeterminanshoz
kummulans kifejtést kell késziteniink egy z segédvéltozo segitségével a mér
ismert modon:

Zs(E,2)Zp(E,z) =1—Q1(E)z — .... (2.37)
Ehhez azonban a spektrildeterminans diffraktiv részében is be kell vezetni a
z valtozot. Ezt itt is természetesen megtehetjiik, ha a spektraldeterminans
minden tagjat beszorozzuk a hozza tartozo 2" faktorral, ami a topologikus
hosszukat tartja nyilvan:

ST

Zp(E,z) = exp (— i "

pyr=1

f[[D(qf)G(qf, Y E)V) . (2.38)

Végiil a kummulins sor csonkoldsa és z = 1 behelyettesitése utdn a rezonan-
cidkra kapott eredmény a 2.5. abran lathatd. Ezt célszertd az 1.9. abraval
Osszevetni, ahol a diffraktiv palydk még nem voltak figyelembevéve.
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2.5. abra: A harom diszk rendszer egzakt kvantummechanikai (¢) és a diffrak-
cios palyakat is tartalmazo szemiklasszikus (+) rezonancidi ¢ : R =1 : 6
paraméternél. A szamitashoz elegendd volt a max. 4 topologiai hosszisagu
diffraktiv és geometriai palyakat figyelembevenni. Latszik, hogy a 1.9.
abrahoz képest a mélyebben fekvs és kisebb redlis részii rezonancidk is kval-
itative jol reprodukaloédnak. (|Rosenqvist, Vattay, Wirzba 1996| alapjan.)

2.6. Diffrakci6 egy zart rendszerben

A két nyilt szor6 rendszer vizsgalata azt mutatta, hogy a diffrakcié szemi-
klasszikus leirdsa jo eredményeket ad a szoérasi rezonancidk helyére a komplex
energia ill. hullimszam sikon. Most egy wjabb egyszer( rendszer segitségével
azt vizsgaljuk meg, hogy zart rendszerek valds, diszkrét energiaszintjei esetén
mennyire alkalmazhat6 a modszer. A 2.6. abran az egyik leggyakrabban
vizsgalt zart kaotikus rendszert, az Gn Sinai bilidrdot lathatjuk. A diszk és
a doboz kemény fala kozott egy tomegpont pattog. Mozgésa ergodikus és
erGsen kaotikus [Sinai 1968|. Az el6z6 fejezetekben vizsgalt “kiszo” diffrak-
ci6 szerepe valos energiak esetén nem jelentss, mert a (2.7) Green fiiggvény a
valos energia tengelyen exponenciélisan kicsi. A Sinai bilidrdban ergs diffrak-
ci6 akkor 1ép fel, ha a diszk radiusza olyan kicsi, hogy az 6sszemérhetévé valik
a mozgo részecske hullamhosszaval (kR ~ 1). A tovabbiakban megvizsgaljuk,
hogy a diffrakcié periodikus palya elmélete hogyan alkalmazhat6 ebben az e-

o7



2.6. abra: A Sinai billiard. A témegpont az egységnyi oldald, négyzet alaki
doboz fala és a kozépsé R sugaru diszk kozott pattoghat.

setben [Dahlqvist, Vattay 1998].

2.6.1. A Sinai bilidrd a kis diszk hataresetben

A kis diszk a hullamtérbe helyezve elsGsorban két dimenziés S hullamokat
kelt. A kR — 0 hataresetben a diffrakciés allandé dominans jarulékat a
D(k) = —4iw =— — b , (2.39)
Hé J(kR) 1+i2(In(kR/2) + )

szogfiiggetlen kifejezés adja [Rosenqvist, Whelan, Wirzba 1996]. Szemiklasz-
szikusan a kis diszket eltalalo klasszikus palyak a diffrakci6 geometriai elmé-
letének megfelel6en minden iranyban azonos valdszintiséggel folytathatok.

Tekintve, hogy a rendszerben csupan egy diffraktiv pont van, az alap
diffraktiv periodikus palyak megtaldlasa viszonylag egyszerti: Azokat a pa-
lydkat kell megkeresni, melyek a diffraktiv pontb6l indulnak, és oda térnek
vissza. Ezeket a palyakat tigy lehet a legkonnyebben megtalalni, ha a négyze-
tet falaira tiikrozziik, és a falakon {itkoz6 palyadkat a tiikorkép négyzetekben
folytatjuk. A tiikrozott négyzeteket tovabb tiikrozve oldalaik mentén, a pa-
lyak sikba kiteritett viltozatai egyenes vonalakka valnak.

A 2.7. abran lathatjuk, hogy a négyzet kozéppontjabol induld, és oda
visszatér§ palyak sikban kiteritve olyan egyenes vonalak, melyek az egyik
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2.7. abra: Egy alap diffraktiv pélya az eredeti négyzetben és a sikban
kiteritve.

négyzet kozepét kotik Ossze a tobbi négyzet kozéppontjaval. Amennyiben
eredeti négyzetiink kozéppontjat az origoba helyezziik, az 6sszekots vonalak
olyan p = (py, py) rcsvektorral jellemezhetdk, ahol p, és p, egész szamok.

A spektraldeterminans diffraktiv részét a (2.22) kifejezés felhasznéalasaval
szamithatjuk ki. Az egyes palyak silyait a (2.19) formula adja meg. A
kétdimenzios szabad Green fiiggvény

G pree(w,a) = =2 Hy" (kla — ') (2.40)
kifejezésését felhasznalva a p vektorral jellemzett alap diffraktiv periodikus

palya stlya .
t, = _i(_l)lpmlﬂpylp(k)yél) (k /p? + /’Z> , (2.41)

ahol mar azt is kihasznaltuk, hogy a kemény falakon n, = |p,| + |p,| szdmu
itkozés torténik, és ezt (2.31) szerint, egy (—1)" fazis faktorral figyelembe
kell venni. A spektraldeterminéns pedig

Zpk)=1-> t,=1+ %D(k) > (1) el Y (k, /02 + pg) (2.42)

alakinak adodik. Ez a kifejezés még nehezen hasznalhatd energiaszintek
szamitasara, mivel a kifejezés tagjai komplex szamok, és az Osszeg sem ab-
szolit konvergens. Azonban ez az Osszegzés a szildrdtest fizikabol jol is-
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mert Korringa-Kohn-Rostoker (KKR) moédszerben bevezetett struktira &l-
landdékhoz hasonléan valés és gyorsan konvergalo kifejezéssé szummalhato at,
amint azt Berry [Berry 1981] megmutatta. Az Ewald Osszegzés szerint az

So(k) = = S0 HO (ko) (1) (2.43
p70

KKR "struktara allandé" atirhato az
i1 exp(Q[1 — v?47?/k?])

SR =it 2T Ry

- Ei(Q)/Am (2.44)
alakba, ahol bevezettiik a v duéalis racsvektorokat:

1 1
=lv, + =, -1, 2.45
v <v + 5ty 2) (2.45)
és vy, vy egész szamok, E; az exponencialis integral [Abramowitz, Stegun 1972,
@ — +0 pedig a kifejezés regulalizdldsadhoz sziikséges kis pozitiv szam. Visz-
szahelyettesitve az Ewald reszummalt KKR struktira allandot, a spektralde-
terminans a kovetkezd alakra hozhato:

Zp(k) = 1 + 20&R0 g 1)

Hg (kR)
_ Jo(kR) Jo(kR) | 1 exp(Q[1—V?24n?/k?))
- (1- 24) - (1- 4 [ o =t - o]
(2.46)
Az energia sajatértékeket a spektraldeterminans zérushelyei adjak:
Zp(k) = 0. (2.47)

Mivel a spektraldeterminéns szorzat alaki, konnyen belathato, hogy a (2.46)
kifejezés zérushelyei megegyeznek a szorzat masodik tagjanak zérushelyeivel:

1 ex 1 —v24r?/k?
3 p(QI /k*])

el ” k?/An? — v?

Jo(kR)

—1—
0=1" 5 kR

- Ei(@/w] . (a8)

ami egy tisztan valos kifejezés.

Numerikus szamitasokat ugy végezhetiink, ha @Q)-t egy kis értékre allitjuk
be, és adott maximéalis nagysagi v vektorokig végezziik el az Gsszegzést.
Minél kisebb () értéke, annal nagyobb vektorokig kell Gsszegezniink a kon-
vergencia érdekében, de a kifejezés csokkend (Q-val egyre pontosabb lesz.
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2.6.2. Az energiaszintek perturbativ vizsgalata

A kifejezés k% = m((2v; + 1)* + (2v, + 1)?) polusai az iires négyzet olyan
energiaszintjeinél talalhatok, melyek hullamfiiggvénye a négyzet Cj, szim-
metria csoportjanak Al irreducibilis 4brazolasa szerint invarians, azaz = és y
irdnyban is paros fiiggvény az origbban. A négyzet szimmetria csoportjanak
A2, B1 és B2 reprezentaci6ival szemben invarians hullamfiiggvények értéke
a négyzet kozéppontjaban zérus. Ezekhez a hullamfiiggvényekhez tartozo
energiaszinteket a diffrakci6 nem érinti, és igy valtozatlanok maradnak egy
infiniteziméalisan kis diszk esetén.

Az Al szimmetria osztalyba tartozd szintek meghatarozasa viszonylag
egyszerii, mert a (2.48) kifejezés jobb oldala két egymast kovetd polus szin-
gularitas kozott monoton csokkend modon valtozik. A poélusok kozti inter-
vallumot intervallum felezéses modszerrel megvizsgalva, az intervallumban
taldlhato egyetlen zérushely kénnyen meghatarozhato.

Ha Jy(kR)/Yo(kR) kicsi, akkor a (2.48) kifejezés zérushelyeinek kozel kell
lenniiik a pélusokhoz. Egy polushely kozelében (2.48) jol kozelithets ugy,
hogy a tobbi polushely hatasat figyelmen kiviil hagyjuk, és a

I(kR) 1

0=1- 2.49
Yo(kR) k%2/4 — w22 (2.49)
kozelité egyenletbdl hatarozhatjuk meg az energiaszinteket, ami a
Jo(kR
k2 no k02 _ 4 JolER) (2.50)

Yo(kR)
perturbativ eredményre vezet.

A 2.8. 4bran osszehasonlitjuk a Sinai bilidrd energidit és a perturbativ
eredményt az R = 0.025 esetén. Megjegyezziik, hogy a négyzet n-szeresen
degeneralt energiaszintjei esetén n — 1 energiaszint nem valtozik meg az els6
rendi perturbaco szamitas hatasara, és csak egy tolédik el. Lathato, hogy a
Jo Bessel fliggvény els6 zérushelye kozelében a legjobb a kozelités, magasabb
energidk esetén mar nem elég a kis diszket pontszerii diffrakciés centrumként
figyelembe venni, és a kozelités elromlik.

2.6.3. A diffrakci6 hatasa az energiaszintek statisztika-
jara

A kvantum kdosz és a mezoszkopikus fizika egyik alapkérdése a klasszikus
dinamika és a rendszer kvantumos megfelelGjének energiaszintjei kozti kap-
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2.8. 4bra: A Sinai bilidrd és az iires négyzet megfelel§ energiaszintjeinek

Jo(kR)
nwm>'

Az energiaszintek mind az A; szimmertia osztalyba tartoznak, és a kis diszk
sugara R = 0.025. [Dahlqvist, Vattay 1998]

k% _ k2 kiilonbsége osszehasonlitva a perturbativ eredménnyel (4

csolat (1d. [Eckhardt 1988, Haake 1991] 6sszfoglalokat). A jelenleg elfogadott
varakozés [Bohigas, Giannoni 1984] az, hogy a kaotikus rendszerek energia-
szintjeinek korrelacidja a szemiklasszikus hataresetben megegyezik a Wigner
altal bevezetett Gauss véletlen matrix sokasagok (ortogondlis, unitér vagy
szimplektikus) korrelaciéival, mig az integralhato rendszerek energiaszintjei
korrelalatlanok és Poisson statisztikat kovetnek |Berry, Tabor 1974]. Ujab-
ban a heurisztikus meggondolasokon tul j analitikus eredményeket vezet-
tek le [Andreev, Altshuler 1995|, [Agam, Andreev, Simons 1997|, melyek a
kvantum szintstatisztikit a klasszikus Perron-Frobenius operatorral hozzak
kapcsolatba. Ezeknek az 10 eredményeknek egyik kovetkezménye, hogy ott
varhatunk lényeges eltéréseket a véletlen métrix elmélettsl, ahol a fazistérben
a kaotikus keverés karakterisztikus ideje (Tpn) Osszemérhets az energiaszin-
tek atlagos A tavolsagabdl szarmaztatott Ty = h/A Heisenberg idével. Egy
szokasos klasszikus kaotikus rendszerben a keverési id6 egy klasszikus (~ 7°)
mennyiség, mig a Heisenberg id6 tipikusan ~ 1 /hd_l—ként viselkedik egy d
dimenziés rendszerben, és divergal a A — 0 hataresetben. A Heisenberg id6
igy tipikusan nagy a keverési id6hoz viszonyitva. Lassu keverés és nagy ke-
verési id6 varhato, ha egy integralhat6, nem kevers rendszerbe egy olyan kis
pontszerii szorocentrumot helyeziink, melyen csak a diffrakcioé okoz keverést.
A diffrakcios szorasi amplitudé i2-tel aranyos, és a diffrakcié okozta keverés
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karakterisztikus ideje ~ 1/h-ként viselkedik. Kétdimenzios rendszerekben a
diffrakcios keverési id6 és a Heisenberg id6 Osszemérheté egymassal. Ezért
arra szamithatunk, hogy kétdimenzioés diffraktiv rendszek szintstatisztikaja
lényeges eltérést fog mutatni a megszokott véletlen matrix sokasagoktol.
Ezt a feltételezést megerdsithetjiik, ha megvizsgaljuk a Sinai biliard szint-

statisztikajat kis szorocentrum esetén. A degeneralt szintekt6l gy szabadul-

2.9. dbra: Az a, abran az egymas utan kovetkez$ szintek tavolsdganak
statisztikajat mutatja a téglalap alakt Sinai bilidrd esetén a ¢ = 0 eset-
ben. A vastag vonal a Gauss ortogonalis random maétrixok sajatértékeinek
tavolsag statisztikajat, a szaggatott vonal a Poisson eloszlasi energiaszintek
tavolsdganak eloszlasat mutatja. Lathato, hogy a statisztika nagyon kozel
van a véletlen métrix elmélet joslatdhoz, de attol szignifikansan eltér. A b,
abran a kétpont korrelacios fliggvény Fourier transzformaltja lathato ugyan-
erre az esetre. A vastag vonal a véletlen matrix elmélet joslata. Szignifikans
eltérések lathatok 7 ~ 0 és 7 ~ 1 koriil. A ¢, abran a kétpont korrelécios
fliggvény lathat6. Az e &~ 1 koriil a véletlen matrix elmélettsl szignifikinsan
eltérg csucs figyelhetd meg [Dahlqvist, Vattay 1998|.

hatunk meg, ha négyzet helyett egy irracionélis ardnyban all6 oldalakkal
rendelkez§ téglalap kozéppontjaba helyezziik el a kis diszket. Szamitasainkat
konkrétan egy 1 : 21/* téglalapra végeztiik el az Al szimmetria osztalyban.
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Két gyakran vizsgélt statisztikat tanulmanyoztunk. Az egyik az egymaést
kovetd szintek tavolsdgdnak kummulativ eloszlasa:

P(s) %Z (enis — en)/A) (2.51)

ahol A, az atlagos szinttévolsag az e energia kozelében és 6(x) a lépcsofiigg-
vény. A masik a kétpont korrelacios fiiggvény:

= ( Z(S((e —ei+¢)/A))e, (2.52)

ahol az atlagolast sok energiaszintet tartalmazé energia intervallumra végez-
ziik el. A kétpont korrelaciéo Fourier transzformaltjat, az in. forma faktort
is kiszadmitjuk:

+o0

K(r) = / €27 (R(e) — 1)de. (2.53)

—00

A vizsgélatokat ugy végeztiik, hogy egy ko koriili Ak intervallumot véilasz-
tottunk, oly moédon, hogy az intervallumban ¢ = Y(kR)/Jo(kR) értéke al-
landénak legyen tekinthethet, mégis az intervallumba sok (~ 5000) ener-
giaszint essen. Ez R megfelelGen kicsi valasztasa és kgR rogzitése mellett
mindig elérhetd.

A 29. abran a ¢ =~ 0 esetet latjuk 5000 energiaszint esetén. Lathato,
hogy a statisztika nagyon kozel van a véletlen matrix elmélet joslatdhoz, de
attol szignifikansan eltér. A forma faktorban is szignifikans eltérések lathatok
T~ 0 és 7~ 1koriil, a kétpont korrelacios fiiggvényben pedig € ~ 1 koriil.
A 2.10. abra a kétpont korrelacios fiiggvényt mutatja a c¢ értékek egy geo-
metriai sorozatara. Lathato, hogy novekvd c értékek esetén a véletlen matrix
elmélettsl a Poisson eloszlas felé tolodnak el a statisztikak.

Munkank nyoméan |Dahlqvist, Vattay 1998| kés6bb analitikus szamité-
sok segitségével is sikeriilt megmutatni [Sieber 1999, Sieber 2000|, hogy az
egy diffrakciés centrumot tartalmazoé integralhato6 rendszerek szintstatisztikai
1j, a GOE statisztikatol kiilonbo6zé szintstatisztikaval rendelkeznek. Bebi-
zonyosult, hogy a keverési id6 és a Heisenberg id§ 0sszehasonlitdséan alapuld
kvalitativ meggondolésaink helyesek voltak.
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2.10. abra: A kétpont korrelacios fiiggvény a téglalap Sinai bilidrd esetén
c értékeinek egy geometriai sorozata mellett. A GOE-val jelolt gorbe jeloli
a véletlen matrix elmélet joslatat, mig R(e) = 1 a Poisson eloszlasnak felel
meg. Lathato, hogy novekvd c értékek esetén a véletlen matrix elmélettsl a
Poisson eloszlas felé tolodnak el statisztikik [Dahlqvist, Vattay 1998|.

2.7. Osszefoglalas

Megallapithatjuk, hogy a diffraktiv trace formula komoly kvalitativ javulast
okoz a kaotikus rendszerek spektruménak leirdsaban. A trace formula diffrak-
tiv korrekcidinak felismerése 6ta nyilvanvald a tagok részletes megvizsgaléasa
utan, hogy a diffraktiv palyak jarulékai A hatvanyai szerint

6i5j /h
h

rendtek, ahol 0 < a < 1 a diffrakcié fajtajatol fiiggéen. A diffrakcios
jarulékok az (1.81) sorfejtés vezets rendje és els6 korrekcioja kozé ,ekel6dnek”
be. Ennek megfelelGen altalaban elmondhatjuk, hogy a diffrakciés jarulékok
egy tipikus esetben gyengébbek, mint a vezetd szemiklasszikus jarulékok, de
er6sebbek, mint a szemiklasszikus jarulékok szokésos h hatvanyai szerinti
analitikus perturbativ korrekciok. Mivel a diffrakcios jarulékok j periodikus
palyak formajaban jelentkeznek, melyekhez e*5i/" fazis faktorok tartoznak,
lényegesen megvaltoztatjak a periodikus palyak jarulékainak interferenciait
a trace formuléban, lehet&séget adva 1j rezonancidk vagy energiaszintek meg-
jelenésére. A diffraktiv periodikus palydk képesek befolyisolni az energiasz-
intek statisztikajat is és 1j, korabban nem vizsgélt szintstatisztikit ered-

ha

65



ményeznek. Erdekes megjegyezni, hogy a diffraktiv rendszerek kapcsan talalt
1j szintstatisztikak terén jelenleg is intenziv kutatasok folynak [Agam 1995],
[Agam, Fishman 1996|, [Agam, Fishman 1997|, [Dahlqvist 1999(2)], [Bogo-
molny, Leboeuf, Schmit 2000], [Bogomolny, Giraud, Schmit 2001], [Sieber
1999], [Sieber 2000], melynek egyik motivéacidja az, hogy ezek a statisztikdk
jelennek meg a fém-szigetel6 &tmenetet mutato szennyezett vezetd rendszerek
kritikus pontjaban is [Shkolvskii et al. 1993|, [Zharekeshev, Kramer 1997|.

Az altalunk bevezetett diffraktiv periodikus palyak koncepcioja a biliard
rendszerek szemiklasszikus kvantalasan tal (Id. a [Diffraktiv periodikus pa-
lyak bilidrdokban]| felsorolast) az elmult években hasznosnak bizonyult szé-
mos olyan egymastol tavol esd teriileten, mint a Casimir effektus [Schaden,
Spuch 1998|, [Bulgac, Wirzba 2001], a neutron anyag fizikija [Bulgac, Mager-
ski 2001, a vizhullamok fizikaja [Creagh, Dimon 1997], mikrohullam rezona-
torok [Kudrolli, Sridhar 1997|, [Sirko, Koch, Blumel 1997|, [Hersch, Hag-
gerty, Heller 1999, [Stockmann 1999|, [Bauch et al. 1998] az atomok és mole-
kulék fizikaja [Friedrich 1997], [Dando, Monteiro, Owen 1998], [Walker, Mon-
terio 2000], [Owen, Monterio, Dando 2000], a kélcsénhaté rendszerek [Sakhr,
Whelan 2000] és a mezoszkopikus vezetGk fizikaja, amirsl a kovetkezs fe-
jezetekben lesz sz6.
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3. Fejezet

Diffraktiv palyak mezoszkopikus
vezetkben

Az elmilt években a mezoszkopikus mérettartomanyban miik6dé berendezé-
sek fizikdjaban [Beenakker, Houten 1991] is népszertivé valtak a szemiklasszi-
kus modszerek [Richter 2000]. Manapsag ezeknek a leirasara az elméleti esz-
kozok két teljesen kiilonboz6 fajtajat hasznaljak. Egyik az eddig ismertetett
szemiklasszikus kozelités, ahol a klasszikus palyak, kdosz, rendezettség és a
potencial analitikus tulajdonsagai a kulcsszavak. A masik kozéppontjaban
olyan fogalmak allnak mint a véletlen métrixok vagy véletlen Gauss poten-
cialokra valo atlagolas [Efetov 1983|. Az elsG arra valo, hogy tiszta rendszere-
ket irjon le, ahol a potencial siman fiigg a koordinataktol és paraméterektsl,
mig a masodik szennyezGdésekkel telettizdelt rendszereket képzel maga elé,
melyekben a potenciadl minden hossziisdgskalan fluktual. Szerencsére az 1j
anyagok tervezésében és elGallitasban a nyolcvanas évek 6ta bekovetkezett fej-
16dés lehet6vé tette, hogy a szennyezddések szadma exponencialisan csokken-
jen, és ez a trend a jovSben is folytatodni fog. Ma mar végezhetGk olyan
kisérletek [Marcus et al. 1992, Keller et al. 1994] hibrid nanostruktarakban,
ahol az elektronok kvantum koherencia hossza és a rugalmas iitkozések sza-
bad dthossza nagy a mezoszkopikus vezet6 méreteihez képest. Ezekben az
eszkozokben az elektronok kétdimenzids, idedlis, nem kolcsénhato Fermi gaz-
nak tekinthet6k. A berendezések konduktancidja mérhetd, és erGsen fluktual
a Fermi energia fliggvényében. Ennek megfelelGen egy realisztikus szemi-
klasszikus elméletnek képesnek kell lennie olyan rendszerek leirdsara, ame-
lyekben a szennyezdk szama kicsi, de se nem tisztédk, se nem erdsen szeny-
nyezettek. A mai eszk6zoknek még — az emberi tervezés miatt — sajat-
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sdga az is, hogy gyakran egyenes falak hatéaroljak, melyek ékszert sarkok-
ban tal4dlkozhatnak. Ezek a rendszerek — szoros értelemben véve — se nem
kaotikusak, se nem regularisak, hanem e két kategéria kozé esd, az tun.
pszeudo integralhato rendszerek kategoéridjaba tartoznak. Ezeknek is ter-
meészetesen bele kell illeniiik a szemiklasszikus leirasba.

Ebben a fejezetben [Vattay et al. 1997|, [Cserti, Szalka, Vattay 1997],
|Cserti, Szalka, Vattay 1998 és [Dittrich et al. 1999] alapjan bemutjuk, hogy
hogyan lehet leirni ezeket a pszeud6 integralhaté mezoszkopikus vezetket az
el6z6 fejezetben kidolgozott diffraktiv periodikus palyak segitségével.

3.1. Példak pszeudo integralhatd rendszerekre

A legegyszertibb mezoszkopikus berendezés egy kétdimenzids elektron gazbol
allo hullamvezetd csé, melyet GaAs heterostruktirakon alakitanak ki, és két
elektron rezervoarhoz (Ohmikus mérési ponthoz) kotik (3.1.a, abra). Ez a
rendszer felfoghato gy is mint egy bonyolultabb két- vagy h&drom dimen-
zi6s tiszta kvantum nanocsé (pl. szén nanotubus) idealizalt megtestesit&je.
Ebben a fejezetben megvizsgaljuk ezt az egyszert kvantum csovet és még két
modositott valtozatat is: az egy pontszennyezt tartalmazo csovet (1d. 3.1.b,
abra) [Bagwell et al. 1990], és a megtort hullaimvezetd csévet (1d. 3.1.c, abra)
[Catini et al.|. A vizsgaland6 rendszerek kivalasztasaban az motivalt, hogy
ezekbdl az egyszeri épitékockakbol mar felépitheték hosszabb, szennyezéket
és sarkokat is tartalmazé csovek. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy
a csovek fala teljesen kemény és a hullamfiiggvény eltiinik rajta (Dirichlet
hatarfeltétel). A hullimvezetGk belsejében a potencial értékét nullanak te-
kintjiik.

3.2. A Landauer-Biitiker Formula

A mezoszkopikus elektron vezeték konduktancidjat 7' = 0 hémérsékleten
a Landauer-Biitiker formula [Landauer 1957|, |Biittiker 1986| adja meg. A
mezoszkopikus vezet6 az Ohmikus kontaktusokhoz hullaimvezet&kkel csat-
lakozik. Egy tipikus elrendezést mutat a 3.2. abra. Az elmélet szerint a
befuté és kifuté hullamfiiggvények a kétdimenziés hullamvezetd csévekben
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3.1. abra: Elektron rezervoarok (Ohmikus kontaktusok), melyeket kétdimenzios
cs6 alakd hulldimvezet6k kotnek Ossze. a, Idedlis cs§ parhuzamos falakkal. b,
Idealis csé parhuzamos falakkal és egy pontszerd szennyezével. c, Megtort csé
alaki hullamvezetd.
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A vezetOképesség kiszamitasa

A ki és bemeneti hullimvezetékben a hullAmfliggvény médusokra bonthatd
¥, (23 =@, ()™, W

D (y)= %sin(mylW), “\//

ki, =2mE—(ham /W)’ 1h,

A médusok kizotti szérds amplitudd ‘.

A vezetBképesséq a szoras amplituddk négyzetisszege
(Landauer 1957)

G(EF) = Z‘r”ﬂ!‘]

3.2. dbra: A kozépen elhelyezked6 mezoszkopikus berendezést egyenes vezetd
csovek kotik az Ohmikus mérési pontokhoz.

felbonthatok a keresztiranyt moédusok szerint:
wn(xa y) = (Dn(y)eiknma
2
Oaly) = [y sin(mny/W), (3.1)

ahol k, = \/2mEr — (hirn/W)2/h az adott médusban haladé sikhulldm hul-
lamszama, W a vezets szélessége, E'r a Fermi energia. Ha a Fermi energia
kisebb mint E, = 5-(han/W)?, akkor a k, hullimszdm imaginérius, és az
n. modus zartta valik, és benne a hulldmterjedés nem lehetséges. A vezetési
modusokat csatornaknak is hivjak.

A konduktanciara vonatkoz6 Landauer-Biitiker formula Er Fermi energia
esetén

(e =% 2 2
( F)_ h Z|tmn| (3)

alaku, ahol t,,, az n. bemend és az m. kimend moédus kozti transzmisszi-
6s amplitidd. Végtelen hosszii csovek esetén a zart médusok nem adnak
jarulékot, és elegend§ a nyitott modusokra Gsszegezni. Az transzmisszios
amplitudok kiszamithatok a rendszer Green fiiggvényének ismeretében, ha
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a Green fiiggvényt a keresztiranyi modusok @,(y) ill. @/ (y') bemeneti ill.
kimeneti oldali hullamfiiggvényeire vetitjiik [Baranger, Stone 1989):

tom = 2i(knkl, ) / dydy'®,(y)G ™ (z,y|2', ¥ )@, (¥, (3.3)

ahol z és 2’ a bemend és kimend vezetsk egy-egy tetszéleges pontja (Id 3.1.
a-c, abra). Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban a i = 2m = 1 konven-
ciot alkalmazzuk. Az azonos oldalon 1év6 n és m modusok kozti reflexios
amplitudot pedig hasonlé modon

Tom = O — 20 (knkm) /> / dydy'®, (y) G (z, y|z, ¥ ) Pm (') (3.4)

adja, ahol z béarhol lehet a bemeneti hulldimvezet6ben. A valoszintiség ill.
dram megmaradésa miatt minden n bemeneti oldali nyilt csatornara igaz a
kovetkez6 Osszegszabély:

Z‘tnm|2+2|rnm"2 =1, (3.5)

ahol az Osszegzések a kimeneti oldali m és a bemeneti oldali m’ modusokra
vonatkoznak. Ezeknek a szabalyoknak kdszonhetGen végtelen hosszi hul-
lamvezetSk esetén, ahol a zart csatornak kozti szorodas amplitudoja eltiinik,
a konduktancia kifejezhets a reflexios amplitidokkal is:

ahol N a nyilt médusok szama a kimeneti oldalon.

A Green fiiggvény és a konduktancia kozotti ilyen direkt kapcsolat lehetGvé
teszi, hogy a Green fiiggvény szemiklasszikus alakjat felhasznalva a konduk-
tanciat szemiklasszikus kozelitésben kiszamitsuk.

3.3. Szemiklasszikus transzmisszi6 és reflexio
Szemiklasszikusan a transzmisszios és reflexiéos matrixelemeket gy lehet ki-

szamitani, ha a (3.3) ill. (3.4) kifejezésekben a Green fiiggvényt a szemi-
klasszikus (1.64) Van Vleck tipusu kifejezéssel helyettesitjiik.
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Ahhoz, hogy a szemiklasszikus kifejezéseket levezethessiik, sziikségiink
lesz még a keresztmoddusok hullamfiiggvényeinek a kdvetkezd exponencialiso-
kat tartalmazo alakjara:

1 2 1 —inm
() = gy (€ ),
]_ 2 . ! 7 ; U !
uly) = 55\ g (€Y - eIV (3.7)
i

Ezt felhasznalva, a transzmisszios és reflexios elemek négy integral Osszege-
ként allnak els:

Tmm = Tom  Tam + Tam + Toms
thm = tom + tam +tum Tt (3.8)
ahol
1 : o
ter:r:rE — ’L(k‘nk;n)l/Q — /dydyleimﬂ'y/W:l:zmwy /W —w7r/2G—|—(x’y|xl,yl),

5nm . 1 . . P
7,7:1:7:5 — . _ Z(knkm)lﬂw / dydyle:tmwy/W:l:zm'/ry /W ZUW/2G+(I', y|x, yl)’
(3.9)

és v = +£1 + 1. Ennek a felirasnak az az el6nye, hogy az integrilok a
h — 0 szemiklasszikus hataresetben kiszamithatok a nyeregpont modszer
segitségével. A Green fiiggvénynek a kemény potencidlfalak esetére kidol-
gozott (2.35) szemiklasszikus kifejezését felhasznalva, a tF= integréljaiban a
nyeregpont feltételek (a fazis y ill. 3’ szerinti parcialis derivéiltjainak eltiinése)
a kovetkez§ alakot oOltik:

kdyd,(z,ylz',y") = Fan/W  és
kdyd,(z,y|z',y') = Fam/W', (3.10)

++

- - integraljaiban ugyanezek a feltételek

kdyd.(z,ylz,y") = Frn/W  és
kdyd,(z,ylz,y') = Fam/W, (3.11)

mig az r

alakuak. Ha bevezetjiik a palydknak a hullamvezets iranyahoz viszonyitott
kezdeti @iy, és végsd ¢ i, szogeit, akkor a nyeregpont feltételek éppen azokat
a palyakat fogjak kivalasztani, melyek kezd§ és végszogei eleget tesznek a

Sin(@in) = Fo0

Bl 12
Foy (3.12)

72



ill. a
mm

EwW?!
mm

T

sin(¢fin) = F tnm €setén,

sin (¢fm)

Tnm €setén, (3.13)

feltételeknek.

Irregularis hullamvezets alakzatok esetén tipikusan mindig taldlhatunk
olyan klasszikus palyakat, melyek ezeket a nyeregpont ill. kezdeti és végs6
beesési feltételeket kielégitik. Az ilyenek azok a rendszerek, melyekben az
elektronok klasszikus mozgasa kaotikus. Vannak olyan integralhaté rendsz-
erek, ahol az adott kezdeti szoggel inditott palyak valamilyen megmaradéasi
torvény miatt csak meghatarozott végsé szoggel érkezhetnek a kimeneti hul-
lamvezetGbe. Ilyenkor a masodik nyeregpont feltételeket nem lehet kielégiteni.
Ilyen rendszerre egy egyszert példa a 3.1.a, 4bran lathat6 egyenes cs6. Van-
nak olyan rendszerek is, melyekben ez a kétfajta viselkedés keveredik. Bi-
zonyos kezdeti szog tartoméanyokban a kezdeti szog egyértelmi végss szogeket
eredményez, mig bizonyos mas szogtartomanyokbol indulva tetszGleges végso
szogekhez juthatunk. Az ilyen rendszerek fazistere kevert, tartalmaz kaotikus
és integralhato tartoményokat is. A kaotikus, integralhaté és a kevert rend-
szerek szemiklasszikus vezetési tulajdonsagai viszonylag jol ismertek. A 3.1.b,
és c, abrakon lathato egyenes oldalakkal hatarolt rendszerek azonban egyik
eddig ismertetett kategéridba sem sorolhatok be. Ezeket pszeudo integralha-
tonak hivjak. Ezek nem kaotikusak, és altaldban nem létezik barmely kezdeti
és vég szoget 0sszekots klasszikus palya benniik. Egy fix kezdeti szoggel indi-
tott klasszikus palyak tipikusan véges sok kimeneti szogre vezetnek. Ebben
a tekintetben hasonléak az integralhato rendszerekhez. Azonban a sarkokon
ill. a szennyez6n létrejové diffrakcié szemiklasszikus figyelembevétele es-
etén a helyzet megvaltozik. A diffrakcios pontokat eltalalo klasszikus pé-
lyak, a diffrakci6 geometria elméletének megfelelen tetszéleges iranyban
tavozhatnak a diffrakciés pontokrol. Igy mar altaldban is lehetséges barme-
lyik kezdeti- és végszoget Osszekots diffraktiv palyat taldlni, ami egy a kao-
tikus rendszerekre jellemz6 tulajdonsag.

Az altalunk vizsgalt rendszereken ezt jol szemléltethetjiik. A 3.1.b, és
¢, abrakon lathato hullamvezetsk esetén egy olyan tipikus palya, amely egy
megadott kezdeti szoggel indul a bal oldalon, és nem talalja el a diffraktiv
pontot (a b, Abran a szennyezdt, a ¢, Abran a sarkokat), egy jol meghatérozott
szoggel tavozik a kimeneti jobb oldalon. Visszaver6dés klasszikusan nem
lehetséges. Visszaver6dés csak a klasszikusan null mértékid diffraktiv palyak
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esetén lehetséges, melyek eltalaljak a diffraktiv pontokat, és onnan visszafelé
indulnak el ismét.

Ezeknek a diffraktiv palyaknak a jarulékat tgy szamithatjuk ki, ha a
Green fliggvény (2.4) diffraktiv részét a (3.9) kifejezésbe behelyettesitjiik.
Az (z,y) és a (2',y') ill. a (x,y’) pontokat a (zg,yo) diffraktiv ponton &t
0sszekots palyak hosszai

d(l', y|xla yl) = d([E, ylea yO) + d($05 ?JO|33I, yl)a és
d(xa y|$, yl) = d(xa y|$0, yO) + d(x07 y0|-T, yl) (314)

modon a diffraktiv pont elStti és uténi részekre bonthatok. Mivel a (zq, yo)
diffraktiv pont rogzitett, a nyeregpont feltételek a diffrakcio elGtti és utani

szakaszokra fiiggetlenné valnak egyméastol: A t:=-ekre

koyd(x,y|xo, o) = Fan/W és
kdyd(zo, yolz',y") = Frm/W', (3.15)

és az r -ekre

koyd(x,y|xo, o) = Fan/W és

kOyd(zo, yolz,y') = Frm/W. (3.16)
A
++ i(knk;n)l/2 Iz(mim 1o
bom = Wi dydy'e™ W 2)Go(z, y|o, Yo) D (Bins bout) Go(wo, yola', y'),
'l' knkm 1/2 o Enmw mry’  un
T'r:i:r:rlz: = —%/dydylez( W E 2)Go($,y|$0;yo)'D(fﬁim¢out)Go($0,yo|$,yl)

(3.17)

nyeregpont integralokat pedig fiiggetleniil lehet elvégezni. A (3.9)-beli Kro-
necker delta, ahogy altalaban is, elttinik az y-bol y'-be mend direkt palyak
jarulékai miatt [Baranger, Stone 1989, [Jalabert, Baranger, Stone 1990, [Ba-
ranger, Jalabert, Stone 1993]. Egyenes falakat feltételezve azt kapjuk, hogy

t:l::l: B — ( ) (¢zn, ¢out) ’Lk (%,9|T0,y0)+d(zo,yo|z', 7)) Linwy /W imng /W' —ivr /2
" A/ WW'k, kL, ’
:I::I: _ ( )nTD(Qsm’ QSOUt) zk (d(z,g|zo,y0)+d(zo,yo|z,7 )):I:inwy/W:I:imwg’/W—iwr/Q,

Tam = N ek
(3.18)
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ahol n, az iitkozések teljes szama az egyenes falakon, 7 és 7' a (3.15) és
(3.16) nyeregpont egyenletek megoldasai. A + jeleket elhagytuk az 7. és a
y', kifejezésekbdl a rovidség kedvéért.

Az egy diffraktiv pontot tartalmazo palya a legegyszertibb diffrakcios
lehet6ség. A komplikaltabb diffraktiv palyak tobbszor visszatérnek a diffrak-
tiv ponthoz. Ezeket a kovetkez6 Green fiiggvény irja le:

Gd(m: y|xl, yl) = Go(.I, y|$0, yO)GO(mm y0|mla yl)

(D(¢zn: ¢out) + Z D(¢ma ¢T)G6(¢r, ¢;«)D(¢;~, ¢out)> ’

(3.19)

X

ahol ¢y, és oy jeloli azokat a szogeket, amik alatt a palya els6 szakasza eléri
ill. az utols6 szakasza elhagyja a diffraktiv pontot, ¢, és ¢, jelolik azokat a
szogeket, amelyek alatt a palya "hurkai" kezdGdnek és végzédnek, G (¢, ¢..)
pedig a Green fiiggvény eme pélyaszakasz mentén a (2.35) ill. (2.31) sz-
erint szamitott értékét jeloli. A diffraktiv ponton kezd&dé és végz6ds pélya
hurkok nem méasok mint a |Vattay, Wirzba, Rosenqvist 1994]-ban bevezetett
diffraktiv periodikus palyak és az r szerinti Gsszegzés az Osszes lehetséges ilyen
palyara vonatkozik. A zardjelben all6 kifejezést effektiv diffraktiv dllandonak
is nevezhetjiik:

ﬁ(ﬁbm, (bout) = D(¢ma ¢out) + Z D(¢ma ¢T)G6(¢T’ gﬁ;)D(qb;, ¢out): (320)

amivel a transzmisszios és reflekszios matrix elemek a kovetkezd rovid forméara
hozhatok:

tii _ (_1)717D(¢Zn, ¢0W) eik(d(z,g\zo,yg)—f—d(zo,yo\z’,g’)):l:imrg/W:timwg’/W’—iwr/?
nm 7
N A
,,,,:l::f: — +'L (_1)nrD(¢zn7 ¢O’ut) eik(d($,@\$0,y0)+d(wo,yo|$,:l7’)):|:in7ry/W:|:im7rg’/W—iu7r/2-

AW Enkom
(3.21)

Tobb diffraktiv pont qg, ..., ¢x esetén a helyzet bonyolultabb. Egy y-bol

indulé pélya eljuthat el6szor ¢;-be, majd g,-be, végiil 3y'-be. A direkt palyan
tal vannak indirekt palyak [ és s kozott, melyek tovabbi diffraktiv pontok
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utbaejtésével érnek el [-bél s-be vagy a falakon val6 pattogasokkal, vagy ezek
kombinaciojaval. Ezeket a palyakat altalanosan a

Gd(xa y|xla yl) = Z Go(-’lf, y‘xla yl)GO(xsa ys"rla yl)

l,s

(Z D((by%la ¢'I‘)GS(¢T? ¢IT)D(¢IT: stﬁy’))

X

(3.22)

Green fliggvény veszi figyelembe, ahol G, (¢, ¢!) ismét az [-et ¢ szog alatt
elhagyo ill. az s-be ¢' szog alatt érkezd palya mentén szamitott Green fiigg-
vény. Bevezetve a

ﬁls(ﬁby—m ¢s—>y’a k) = Z D(¢y—>l: ¢r)GS(¢ra qb;)D(gb;, ¢s—>y’) (3'23)

jelolést, ahol a diagonéalis tagok (f)ll((ﬁy—m(ﬁs—;y',k)) a (3.20) egyenletben
bevezetett diffrakcios dllandok . Végiil a transzmisszids és refleksziés matrix
elemek

— ng > . P _ .
pt N 5D Dus (Ginds boutis) i(aoglonun) +dlasys o 7))+ ks st vz
- )
le 14/ WWk, i,
nls . _ = inwy 4 ;mwy _ ivw
R Z Dls (ints outs) ik(aa,gloru) a2, 550 ims’ i

W knkm
(3.24)

alakra hozhatok. Ez a kifejezés a transzmisszios és reflekszidos matrix elemek
legéltalanosabb kifejezése a diffrakcié geometriai elmélete keretei kozott.

A kovetkezd részben néhany mezoszkopikus vezeté példan keresztiil mu-
tatjuk be a diffraktiv palyak néhany hatasat.

3.4. A diffrakcié okozta effektusok

Kiszamitottuk egy végtelen hosszi vezetd cs§ vezetSképességét pontszeri
szennyez$ jelenlétében ill. egy megtort kétdimenzios cs6 alaki vezetére (1d.
3.3.4bra). A geometria mindkét esetben olyan, hogy a bal oldalon bejové
elektron a falakon valé klasszikus pattogasokkal nem tud visszatérni a bal
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3.3. &bra: Vezetés a Fermi hullimszam fiiggvényében {; egységekben a, Végtelen

cs6 egy szennyezdvel (D = 1). b, Megtort cs6. A csovek altal bezart szogek m/6 és
/2.

7



oldalra. A szokvanyos szemiklasszikus elmélet — visszatérs palyak hidnyaban
— azt josolja, hogy nincs reflexio, és minden r,,, matrix elem elttinik. A (3.6)
egyenlet szerint az ilyen rendszerek konduktancidjanak meg kell egyeznie az
idealis kétdimenzios cs6 G(Er) = %N vezetGképességével, ahol N az adott
Er Fermi energianél taldlhato nyilt csatornak szama. Amint az jol lathato a
3.3. abran, nem ez a helyzet, az idedlis lépcs6k némileg le vannak "kopva".
Az idealistol valo eltéréseket természetesen a nem zér6 reflexié okozza, mely
a diffrakcio jelenlétére utal.

A pontszeri szennyezés esetén a reflexiot egzaktul meghatarozhatjuk és a
felléeps tagokat a diffrakcio szemszogébdl is értékelhetjiik. Az egzakt reflexios
matrix elemek a kovetkezd alaktiak:

1 ; ; D
T'nm = _@n(yo)@m(yo)%elkn|$—mo\+lkm\z—$o| = ;
20 knkm 1 — DG g(xo, Yo|To, Yo)
(3.25)
ahol a tiszta kétdimenzios vezetd csé egzakt Green fiiggvénye:
o, (y)0,(y') ,
GE(xa y|xla yl) = Z Mezkn\zf:c ‘ (326)

~ 21k,
Ennek értéke a szennyezés helyén kiszdmitva divergens sort eredményez,
melyet regularizalni kell, ugyanigy mint ahogy azt az (1.71)-ben tettiik ill. a
[Cserti, Szalka, Vattay 1998| publikicioban targyaljuk, a szabad Green fiigg-
vény levonésaval:

. 1
GE(zo, Yo|zo, Yo) = 11_1)% (GE(J?O + €, 70|Z0, Y0) + ZYO(]“)) ; (3.27)

ahol Yy(z) a Neuman fiiggvény. Felhasznélva a (3.7) kifejezést, meghataroz-
hatjuk az egzakt riE elemeket:

+inyo /W timyo /W
7,:|::|: — Z-e eikn\z—wo|+ikm|$—zo|—iu7r/2 D
nm = -
AW kpky, 1 — DG (o, Yo|To, Yo)

(3.28)
A fellép6 tagokat interpretalhatjuk ugy is, mint a kiilonboz6 diffraktiv palyak
jarulékait. Példaul egy (z,y)-ben sin(¢;,) = nw/Wk szoggel inditott palya a
(%0, Yo) pontot |z —xo| visszintes és |yo— g|+rW fliggbleges iranyban megtett
ut befutésa utan éri el, ahol r az litkozések szdma a falakon. Az 1t teljes
hossza:
d(z, glzo, yo) = (|2 — zo[* + (lyo — 7| +rW)?)'/2,
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JAVAY

g4

3.4. abra: Tipikus diffraktiv palyak. a, Els6dleges palyak, melyek elérik ill.
elhagyjak a diffraktiv pontszerii szennyez&dést. b, Elsédleges palyak, melyek
elérik ill. elhagyjak a csucsot (diffraktiv pontot). ¢, Az els6dleges palya és a
diffraktiv pontok kozott oda-vissza pattogd részek.

és
cos(¢in) = |7 — mo|/d(x, |20, Y0), sin(¢in) = (Iyo — gl +rW)/d(z, Fl70, Yo)-

Felhasznélva a k,, = k cos(¢,) kapcsolatot a (3.28)-ben 4ll6 expones az alabbi
alakra hozhato:

nmYo

nmy
kn|$—$0|+ W

= kd cos% i+ Sin ¢y (d Sin Gy —rW +7) = kd—rnm+ =27

Hasonléan atirva a (3.28)-ban a méasik exponenst is, amely az (zo, yo)-bol
kifuté palyat tartalmazza (1d. a 3.4. abrat), visszakapjuk a (3.21) kifejezét a

D= _ P (3.29)
1 — DG g(To, Yo|To, Yo)
effektiv diffrakcios dllandoval. Megnyugtatd, hogy ebben az egyszerii esetben
a diffrakcios elmélet megegyezik az egzakt eredménnyel.
A regularizalt Green fiiggvény szemiklasszikusan felirhaté olyan palyak
Osszegeként, melyek a diffraktiv pontb(’)l indulnak, és oda térnek vissza:

G QOa (IO Z /87Tl€d der _i37"/4. (330)

T qo—qo0
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Ennek megfelelGen a (3.29) effektiv diffrakcios allandé geometriai sorrd valo
atirdsa utan

ﬁ = D + D2G~0(l‘0, y0|330, y()) + Dség(ﬂfo, y0|x0, yo) =+ ... (331)

ugy tekinthetd, mint olyan visszatérd palyakra vett Osszeg, melyek egy, két
.. stb. diffrakciot szenvednek utjuk soran.

Ebben az egyszerti modellben jol lehet tanulmanyozni azt, hogy a diffrak-
ci6 hogyan koptatja le a konduktancia lépcsSket azoknal a Fermi hulldm-
szamoknal, melyeknél az 0j csatornak nyilnak k& — 7mn/W (k, — 0). Ezen
Fermi hullamszdmok kozelében a Green fiiggvény jol kozelithets egyetlen tag-
gal:

A @5 (yo) P (90)
G N — 3.32
A reflexi6s matrixelemek négyzetei pedig ugyanigy kozelithetsk a
ki |Pm (yo)|” 1
7 e (8.53)
m EnIE L g (ot

kifejezéssel. A nem-diagondlis reflexiés méatrixelemek kicsik, és eltinnek a
k, — +0 hataresetben, mig a diagonalis tagok Lorentz gorbe szeriiek A, =
D|®,,(yo)[?/2 szélességekkel:

1

2
= i 34

Ennek megfelelGen a konduktancia lépcs6k alakja

~ 2 2\ _ 2¢ (kn/An)2
G~7(N—\rm\)_7<N—1+m). (3.35)

Lathatjuk, hogy a lépcs6k lekopasdnak szélessége aranyos a diffrakcios al-
landéval és a hullamfiiggvény négyzetével. Ez a kombinaci6é lényegében a
diffrakci6 erGsségét méri, igy a lépcsék lekopasa elsédleges informéciot szol-
géaltat a diffrakci6 er&sségérdl.

A diffrakcios elmélet nem egzakt a megtort cs6 geometria esetén, de a
konduktancia kvalitative ugyanazt a viselkedést mutatja (3.3. abra). Itt a f6
kiilonbség az, hogy a diffrakcios allando6 szogfiiggd és igy a reflexidos méatrix
elemek is bonyolultabbak. A 3.4.b, abra az elsGdleges diffraktiv palyakat
mutatja. A 3.4.c, Abran egy olyan palya lathaté, ami pattogéssal éri el az
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als6 sarkot, és onnan diffrakcidval éri el a fels6 sarkot. Amikor £ egy kicsit na-
gyobb mint 7n /W, a kezdeti sz6g megkozelitéleg ¢, ~ 7/2, azaz az elektron
a falakra majdnem merélegesen pattog, és nem tudja kizarélag pattogasokkal
elérni a fels6 sarkot. Amikor k£ egy kicsit nagyobb, a kezdeti szog csokken, és
ilyenkor a palya méar képes pattogasokkal atjutni a cs6 mésik felébe. Ennek a
palyanak a megjelenése hirtelen valtozast okoz a reflexiéban, ami jol lathato
a 3.5.b, &bran k = 1.5-nél.

Nagy k£ >> mn/W Fermi hullamszamok esetén a reflexiés matrix elemek
gyorsan és oszcillalva csokkennek. Az oszcillaciok az egyes diffraktiv palyak
jarulékaibol szarmaznak (1d. a 3.5. abrat.). Ezeket tekintjiik at a kovetkezo
alfejezetben.

3.5. Diffraktiv periddusok a teljesitmény
spektrumban

Nagy hullamszamok esetén ( & >> wn/W) mind k, mind k,, kozelithetd
k-val. Az els6dleges diffraktiv palydk majdnem parhuzamosak a falakkal
(¢ ~ 0). A legegyszeriibb palyak azok, amik a diffraktiv pontokrol egy
diffrakciot szenvedve visszaszorédnak. A bonyolultabb pélyak pedig azok,
amik a diffraktiv pont érintése utdn még tébbszor pattognak a falak kozott,
majd végiil egy tjabb diffrakci6 segitségével szorodnak vissza. Mivel a sze-
miklasszikus Green fiiggvényben minden pélyadhoz tartozik egy 1 /\/E-val
aranyos prefaktor, a tobbszoros diffrakciot szenvedd palyak jarulékai erGsen
elnyomodnak. A reflexiés matrix elemek ebben az esetben jol kozelithet&k
vezet6 1/k rendben az egy ill. két diffrakciot szenvedd palyak jarulékaival.

A pontszerii szennyezéses diffrakcio esetén az egy és két diffrakciot végzd
palyak jarulékait konnyid megtalalni. Azokat a tagokat kell 6sszegytijteniink,
melyek a diffrakciés allando elsé és masodik hatvanyaval aranyosak:

1 . . -
T RS _@n(yo)q)m(yo)ﬁezkn\w—wolﬂkmlw—zol (D + D2GE($0, y0|x0, yO)) )
i
(3.36)
A regularizalt Green fiiggvény (3.30) szemiklasszikus alakjat beirva végiil a

1 (=) |
T & _(I)n (bm _.eZQk\w—wo\ D + DQ 7€zkdr(qo,qo)—137r/4
(%0) @ (Yo) %k qgo Brkd,

(3.37)
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3.5. dbra: Az ry; reflexios méatrix elem a Fermi hullimhossz fiiggvényében
w egységekben mérve a, pontszeri szennyezddés b, szogben megtort hul-
lamvezetd esetén. ( Re r11(k) ill. Im 7y1(k) folytonos ill. szaggatott von-

alakkal van abrazolva.)
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szemiklasszikus elemekhez jutunk. A szennyezGt eltalalé és arrél direktben
visszaszorodo palyabol szarmazo trivialis e?¥12-2ol fazis faktoron til, a leg-
fontosabb oszcillacidkat a falak kozott pattogva még egy a szennyezéstsl
szennyezésig tartdé "hurkokat" leird palydk adjak. Ezeknek a palydknak a
hossza harom alkategoriaba esik:

d. = 2yo+2Wr,
dy = 2(W —yo) + 2Wr, (3.38)
d. = 2Wr,

ahol r = 0,1,2,... a pattogasok szama. Az oszcilliciok amplitidéja — a
szabad Green fiiggvény amplitidojanak megfelelsen — 1/\/kd, ~ 1//r-rel
aranyos. A megtort cs6 esetén a szituacio kissé komplikaltabb. Itt a hurkok
csak ugy keletkezhetnek, ha a tébbszoros diffrakcié torténik a sarkokon, amint
azt a 3.3. abran lathattuk. Az ilyen visszaver6dések kvantummechanikai
amplitidoi azonban a sarok diffrakciobdl ill. a falrél valé geometriai vissza-
pattogasbol szarmazoé jarulékok nagysagrendje kozott helyezkedik el. Ennek
megfelelGen az iitkozések jarulékai nem esnek olyan gyorsan, mintha pusztan
diffrakciorol volna szo, de gyorsabban esnek a geometria iitkdzés jarulékainal.

A jarulékok viselkedését legegyszertibben az r1; métrixelem Fermi hullam-
szam szerinti Fourier transzforméltja ill. teljesitmény spektruma segitségével
tanulmanyozhatjuk. Az egyszertiség kedvéért az

o0

fll(l) = dkT‘ll(k)C_ikl (339)

ko

modon bevezetett Fourier transzformalt abszolut értékét (ami a teljesitmény
spektrum négyzetgyoke) tanulmanyozzuk, ahol kg & 27 /W -nak lett valasztva.
A trivialis alap oszcillacio eltavolitasa érdekében beszoroztuk az rqi-et a ekl
fazis faktorral, ahol L az als6 sarok és a kezd§ vonal tavolsaga ( L = |x —x)).
A 3.6. abran lathatjuk, hogy tényleg a feltételezett palya jaruléka a leg-
fontosabb. Az amplitidok ~ 1/7%/? szerint esnek, ami gyorsabb mint a ge-
ometriai pattogasnal latott 1/7'/2, de lassabb mint a tobbszdrds diffrakcional
tapasztalt ~ D" exponenciilis esés.

3.6. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben diffraktiv pontokat tartalmazé mezoszkopikus vezetsk
konduktancidjat tanulméanyoztuk. Levezettiik a diffraktiv periodikus palyék
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3.6. dbra: Az r{; métrix elem Fourier transzforméaltjanak abszolut értéke
a megtort cs6 esetén. A csiicsok magassiga aranyos [~!S-tel. A csticsok
tavolsaga megegyezik a megtort cs6 sarokpontjainak tavolsagaval.

jarulékat a transzmisszios és reflexiés matrixelemekben, ami a fejezet legjelen-
t&sebb eredménye. Megmutattuk, hogy a diffrakci6 az ideélis konduktancia
lépcs6k lekopésat okozza. A diffraktiv periodikus palyakat Fourier transzfor-
méci6 segitségével kimutattuk a reflexiés métrix elemekben. Pszeudo inte-
gralhato rendszereket tanulmanyozva megallapitottuk, hogy a tanulményo-
zott pszeudé integralhaté rendszerben a matrix elemek esése ~ 1/1° tipusi,
ahol § = 1/2 a szennyezés esetén, és 5 = 3/2 a sarok diffrakci6 esetén. Egy
hasonlé, de tisztan kaotikus vagy rendezetlen rendszerben a szemiklasszikus
Green fiiggvény egyes palyakbol szarmazé jarulékai exponencialisan esnek.
Igy a reflexi6 Fourier analizise alapjan eldonthetd, hogy kaotikus/rendezetlen
vagy pedig pszeudo integralhat6 rendszerrel allunk-e szemben.

Munkaink nyomén a diffraktiv periodikus pélyékat sikerrel alkalmaztak
szamos mezoszkopikus rendszer vezetési tulajdonsagainak leirdsaban [Arga-
man 1996], [Riemann et al. 1996], [Smith 1997], [Schwiesters, Alford, Delos
1996], [Wirtz et al. 1999], [Jalabert 1999], [Lee, Kim 2000, [Lee, Kim 2001],
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|[Farajian et al. 1999]. A kovetkez$ fejezetben pedig a diffraktiv periodikus
palyak egy nemrégiben talalt Uj mezoszkopikus alkalmazaséaval, a normal-
szupravezet§ nanostruktirak leirdsaval foglalkozunk.
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4. Fejezet

Diffrakcié mezoszkopikus
normal-szupravezetd
rendszerekben

A mezoszkopikus vezetSk 1j és perspektivikus fajtéi a szupravezetSkkel ossze-
kapcsolt hibrid nanostrukturak [Beenakker 1995]. Ezek elméleti leirasa 1j
kihivast jelent a szemiklasszikus elmélet szamara is. Ezeknek a normal-
szupravezet6 (NS) rendszereknek az érdekességét az adja, hogy benniik fel-
lép az Andreev reflexi6 [Andreev 1964| [Beenakker 1997| [Beenakker 1995]
|Lambert, Raimondi 1998|, melynek soran a normal fémben a kozelitéleg
Fermi energidval rendelkez6 vezetési elektronok lyukakként ver6dnek visz-
sza a normal-szupravezet6 hatarfeliiletr6l. Az Andreev reflexié alapvetGen
megvaltoztatja a klasszikus palyak szerkezetét. Amint azt lattuk, a sze-
miklasszikus leirds képes az adott geometria altal létrehozott interferencia
effektusok feltarasara gyengén szennyezett vagy tiszta mezoszkopikus beren-
dezésekben. Ebben a fejezetben az NS rendszerek klasszikus palyainak sze-
miklasszikus vizsgalatara az egyik leghatékonyabb eszkozt az Gn. tuthossz
spektrumot (Path Length Spektrum, a tovabbiakban PLS) fogjuk hasznalni.
A PLS normal rendszerekben a reflexiés (transzmisszios) matrix elemek
Fourier transzforméltjanak abszolut érték négyzete:
2

kma:c .
/ e krly n(kp)dkp| . (4.1)

kmin

Fmn (L) =

A Eppin és a ke gy megvalasztott also és fels6 hatarok, hogy az integralasi
intervallum legalabb néhanyszor tiz konduktancia lépcsének megfelels tar-
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toméanyra terjedjen ki. A PLS-nek [Jalabert, Baranger, Stone 1990|, [Ba-
ranger, Jalabert, Stone 1993], [Ishio, Burgerdorfer 1995], [Wirtz et al. 1997],
[Tang, Burgerdorfer 1998|, [Schwiesters, Alford, Delos 1996|, [Lin, Jensen
1996] csucsai vannak mindazokndl az L hosszaknél, amelyekhez olyan klasszi-
kus elektron péalya tartozik, ami a mezoszkopikus vezet6h6z kapcsolt kontak-
tusokbdl indul ill. oda tér vissza. A PLS lényegében megegyezik a (3.39)-ben
bevezetett mennyiség négyzetével.

Ebben a fejezetben kiterjesztjiik a PLS-t szupravezetét is tartalmazo
rendszerekre, és a |Cserti, Vattay, Koltai, Taddei, Lambert 2000] cikk alapjan
megmutatjuk, hogy az NS rendszerek PLS-e fundamentalisan eltér a nor-
mal rendszerekben megszokottél. Konkrétan megmutatjuk, hogy a diffraktiv
szorocentrumokat is tartalmazé NS rendszerek PLS-ében negativ L-ek ese-
tén is megfigyelhet6k csticsok, melyek sem a normal, sem a diffrakci6t nem
tartalmaz6 NS rendszerekben nem fordulhatnak el6.

4.1. PLS a normal rendszerben

Miel6tt az NS rendszerekkel foglalkoznank, most részleteiben is megvizs-
galjuk az el6z6 szakaszban targyalt normal kétdimenzids vezetd csében el-
helyezett diffraktiv szennyez§ esetét. A konkrétan vizsgalt normél és NS
rendszer a 4.1. 4bran lathat6. Amint azt mar megmutattuk, a Fourier transz-
forméalt — és igy a PLS is — csticsokat mutat olyan palya hosszaknal, melyek
a bemend hullamvezet6bdl indulnak, és oda térnek vissza, és egyszer vagy
néhanyszor diffraktalodnak a szérdcentrumon. A 4.1. 4bran egy ilyen palyat
be is mutatunk. Ezek a palyadk két részre bonthatok: olyan, a z tengellyel
parhuzamos részre, mely a bemeneti hullimvezet6t és a diffraktiv centru-
mot ill. forditva koti Ossze, Osszesen 2zy hosszban és tobbszoros diffrakcios
szakaszra, mely a diffraktiv centrumon kezddédik és végz6dik. Ez utobbit
"hurkokra" bonthatjuk, melyek a szérécentrumon kezd&dnek és végzddnek,
és kozben a falakon visszaverédnek. A hurkok lehetséges hosszai [Vattay et
al. 1997]

2Wr
l, = { 2x9 + 2Wr , (4.2)
2(W —zo) +2Wr

ahol r = 0,1, 2, ... a repeticios szam és W a kétdimenzids cs6 szélessége.
A 4.5. abra az egzakt kvantummechanika szerint kiszamitott és a (3.30)
felhasznalaséval készitett szemiklasszikus kozelités 6sszehasonlitasit mutatja.
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IF (z, Xy) W a
X
T

NN

4.1. abra: Hullamvezets pontszert diffraktiv szér6 centrummal a, nyitott,
és b, szupravezetovel lezart kimend hullamvezetével. A (z,z) koordinata
rendszer kozéppontja a bal als6 sarokban van. Az a, esetben egy lehetséges
diffraktiv pélya is be van rajzolva.

Lathato, hogy a szemiklasszikus és a kvantumos eredmény jol egyezik, és
a csicsok a (4.2) hosszak Osszegeinél ( +2z) vannak. Nyilvanvalo, hogy
csucsok csak pozitiv L-ek esetén fordulnak el6. A csticsok amplitidéja a
tobbszords diffrakei6 soran gyorsan csokken, igy a legnagyobb csiicsok olyan
palydkhoz tartoznak, melyek csak két diffrakcidt szenvednek, amint azt az
el6z6 fejezetben mar lattuk.

4.2. PLS az NS rendszerben

Most vizsgaljuk meg, hogy mi torténik akkor, ha a kimend hullamvezet&t
normél, vezetordl szupravezetdre cseréljiik. Ebben az esetben az r,,, reflex-
i6s amplitudok kiszamitasakor figyelembe kell venni a NS feliileten lejatsz6do
Andreev reflexiot. A Bogoliubov-de Gennes (BdG) egyenletet megoldva egy
végtelen NS hatarfeliiletre, meg lehet mutatni, hogy az elektron-szerd ger-
jesztések — beleilitkozve a szupravezetd felilletbe — koherens retro-reflexiot
szenvednek, és lyukszerdi gerjesztésként verddnek vissza. A retro-reflexi6
azt jelenti, hogy az iitkozés utdn a lyuk sebesség vektora a bees§ elekt-
ron sebességének megforditottja lesz (Viyuk = —Veiektron), €S (magneses tér
hidnyaban) az iitkézés utan a lyuk az elektron palyajan indul el visszafelé.
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Normal-szupravezet§ hibrid nanostruktirak
A normél nanostrukturat kapesolatba hozzuk egy szupravezetbvel

Normal reflexid: Andreev reflexid:
e . e
A c
N
c
e
S=k(L,,+Le) S=k.(L,,~Ly)

4.2. dbra: Az Andreev szoras viszonyait bemutatd sematikus abra.

Itt roviden megjegyezziik, hogy a val6sagban a helyzet ennél bonyolultabb.
Az NS feliileten normal elektron szérddés is torténik. Az NS feliilet kdzelében
a BdG egyenletben szerepld parpotencial a normal oldalon a A(r) = 0 értéket
veszi fel, mig a szupravezets belsejében a A(r) = Age'® értéket. A véltozas
nagyon gyorsan, a & szupravezet$ korrelaciés hossz nagysagu tartomanyban
zajlik le, és az ismert |[de Gennes 1966| 6nkonzisztens egyenlet segitségével
kell meghatérozni. A mezoszkopikus rendszerek esetén azonban a parpo-
tencial atmeneti tartomanya [Beenakker 1997] szerint nem okoz jelentss ef-
fektusokat, és a parpotencialt lépcsé fiiggvény szerint ugronak képzelhetjiik
az NS feliileten. Ezt az irodalomban rigid hatarfeltételnek hivjak. Alkal-
mazhatosiganak feltételeit [Likharev 1979] vizsgalta részletesen. Ebben a
dolgozatban olyan rendszerekkel foglalkozunk csak, ahol a rigid hatarfeltétel
alkalmazhat6 az NS feliileten, és az Andreev reflexi6 idedlis médon, tiszta
lyuk retro-reflexi6 forméjaban torténik.

A szemiklasszikus leirdsban a ¢' és ¢” pontokat 6sszekots hatast az

"

S(d,q") = / q p(q)dg (4.3)

7

integral adja, ahol p(q) az elektron vagy a lyuk impulzusa a palydja mentén.
Mindazok a palyak, amik kapcsolatba keriilnek a szupravezet&vel, tartalmaz-
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nak elektron és lyuk palya szakaszokat is. Egy olyan pélya hatésa, mely a ¢
pontban indul, a ¢* pontban Andreev reflexiét szenved, és az ekkor keletkezé
lyuk az elektron palyajat idében visszafelé kovetve visszatér ¢'-be, a kovetkezs
alakba irhato:

S(¢d,q) =krL(d,q") — krL(¢*,q') =0, (4.4)

ahol L(¢', ¢*) az elektron pélya hossza a kezdeti ponttol az Andreev reflexioig,
és L(g*,¢') a lyuk palya hossza az Andreev reflexiotol vissza a kezdeti ¢/
pontig. A negativ el§jel a mésodik tag el6tt abbol ered, hogy a lyuk sebessége
és impulzusa ellentétes irdnyba mutat (1d. a 4.2. abrat).

Egy olyan mezoszkopikus vezets rendszerben, ahol nem lép fel diffrakcio,
és nincs jelen magneses tér, dltalaban is belathatjuk, hogy az elektron-lyuk
palydk — melyek altalaban is ugyanabban a pontban kezd6dnek és végz&dnek
— hatésai mindig pontosan nulldk, hiszen az Andreev reflexi6 utdn a lyuk
az elektron palyat jarja be visszafelé. ToObbszoéros Andreev reflexié pedig
szemiklasszikusan nem léphet fel. Kovetkezésképp, ha a PLS-t kiszamitjuk
az elektron-lyuk reflexi6 métrixelemeire, abban szemiklasszikusan egy L = 0-
nal koncentralodo csticsot talalhatunk. Az elektron-elektron reflexiéhoz pedig
csak olyan normal pélyak fognak jarulékot adni, melyek nem érintkeznek
a szupravezetGvel, és nem Andreev reflektdlodnak. Ezek klasszikus hatasa
pedig pozitiv lesz (1d. 4.3. abrat).

Tekintsiik most azt az esetet, amikor diffraktiv szoras is lehetséges, mint
példaul a 4.1. abran lathato esetben. A diffrakcié mentes esethez képest az
ujdonsag a szemiklasszikus leirasban az, hogy ha elektron vagy lyuk szoérodik
a diffraktiv ponton, akkor ott a klasszikus palya nincs egyértelmiien meghaté-
rozva. Igy egy olyan lyuk palyaja, amely Andreev reflexiokor keletkezett, az
elektron palyajan visszafelé haladva a diffraktiv ponthoz ér, nem feltétleniil
fogja azt a palyat valasztani, amin az elektron a diffraktiv pontba ért, valaszt-
hat az Gsszes kimeng irany koziil. Ezt az effektust Beenakker [Beenakker 1997]
vette észre elGszor egy szennyezett NS pont kontaktus esetén. Ennek kovet-
keztében diffrakcié esetén komplikalt trajektoridk johetnek létre, melyek tobb
elektron és lyuk szakaszt is tartalmazhatnak. A klasszikus hatas ebben az
esetben a szakaszok hatésainak Gsszegeként irhato:

S=> kp(+Ly), (4.5)

ahol L; az 1. szakasz hossza, és a + vagy — elGjel aszerint valasztandd, hogy
az adott szakasz elektron- vagy lyuk-szerti-e. A diffrakcié mentes esethez
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Normal rendszer Szupravezetd

§=k,(L~L,)=0

4.3. dbra: Ez a sematikus abra azt demonstréilja, hogy egy altalanos alakua
NS rendszerben milyen pélyék lehetségesek. A normal rendszer a&tmené pa-
lyai helyett az NS rendszerben elektron-lyuk visszaszérédas kovetkezik be
ugy, hogy a pélya hatdsa 0. Az eleve visszaszér6do palyak valtozatlanul
megmaradnak.

képest ez az Osszeg nem feltétleniil zérus. S&t a lyukakhoz tartoz6 hosszak
Osszege lehet nagyobb mint az elektronokhoz tartozo, és igy azt varjuk, hogy
a PLS-ben negativ hosszaknal is megfigyelhetiink csiicsokat (1d. 4.4).

4.3. A PLS kiszamitasa az NS rendszerben

A PLS kiszamitasa el6tt el kell végezniink a reflexios métrix kiszamitésat
az NS rendszerek esetén. A helyzetet megkonnyiti, hogy a [Beenakker 1997]
cikkben explicit Osszefiiggést talaltak a szupravezeté nélkiili normal rend-
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A diffraktiv szoras Uj effektust okoz

d<<A =1/k,

5= kF'(LAE+ LEc‘*Lm* Lsc+ LC‘5‘+L5‘D)

4.4. dbra: Ez a sematikus abra azt demonstrélja, hogy egy &altalanos alaku
NS rendszerben hogyan johetnek 1étre negativ hossziisdgi palydk a diffraktiv
szordcentrum kovetkeztében.

szer transzmisszios és reflexios amplitidoi és a szupravezets elektron-lyuk
és elektron-elektron reflexios matrixelemei kozott. A szamitésokat itt nem
részletezziik, csupan a 4.1.b, abran lathato diffraktiv szérécentrumot tartal-
mazdé rendszer esetére vonatkozo elektron-elektron reflexié martrixelemeket
kozoljiik:

1 -+ |1)|2 [Im G()(.To, Z()‘LL'(), Zo)]z’

Spm (kr) (4.6)
ahol 7,,,,,(kr) a normal rendszer (3.25) reflexios amplitudéja, és Go(z, z|2', )
az iires cs6 Green fiiggvénye. A D = —ij\/ [1 - S\Go(xo,zokco, zo)] kifejezés
pedig az el6z6 fejezetben a normaél rendszereknél bevezetett effektiv diffrak-
cios allando |Cserti, Széalka, Vattay 1998].

A 4.6. abra fels részében a (4.6) egzakt kvantum eredménybdl szamitott
PLS lathato. Jol latszanak a csticsok a negativ hosszaknal is, amik a normél
rendszerben még nem voltak jelen (6sszehasonlitasul 1d. a 4.5. abrat).

A (4.6) szemiklasszikus megfelel§jét tigy kapjuk, ha a Green fiiggvényt
szemiklasszikus alakjaval helyettesitjiik. A szennyezés helyén kiszamitott re-
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4.5. dbra: A 4.1. abran lathato NS rendszer PLS-e. A fels§ abrat a kvantu-
mos, az alsé tiikrozott abrat a szemiklasszikus szamitas utan nyert elektron-
elektron n = 1,m = 1 reflexi6s matrixelembdl a (4.1) definicioval szamitva
kapjuk. A normal vezet6 cs6 szélessége W = 1.0. a Dirac delta szennyezd
potencial erdssége A = 10.0 és a (2o, zo) = (0.5,0.7) pontba volt helyezve.

gularizalt szemiklasszikus Green fliggvény ismét a szokésos

Go (2o, 20|70, 20 iplr—i3m/4 (4.7)

Ny

\ OTr kplr
alaki, ahol az 6sszegzés minden lehetséges [, hossztsagu hurokra vonatkozik,
melyet (4.2)-ban adtunk meg, n, pedig a falon valé pattogasok szama. Lat-
hato, hogy Im Go(zo, 20|20, 20) tartalmazni fogja a (4.7) kifejezés tagjainak
komplex konjugaltjait is, és igy benne e**rlr tipusi tagok fogna eléfordulni.
Az e *rl tipusi tagok a lyukak altal megtett hurkokhoz tartoznak. A
(4.6) elektron-elektron reflexiés matrixelemeket formélisan felfoghatjuk ugy
is, mint egy tObbszoros diffrakcios sor Gsszegét:

S (kr) = 27 (kr) {1 = [D]? [Im Go(xo, 20|70, 20)]”
+ [D[*[Im Gy (o, 20|20, 20)]* -+ } - (4.8)

Kifejezve Im Gy hatvanyait a (4.7) segitségével ill. annak komplex kon-
jugaltjaval, s& ¢(kp) felirhaté oszcillalé Osszegként:

sec(hke) = 3 Agei, (4.9)
J
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4.6. abra: Az s{;°(kp) reflexios amplitidé PLS-e (Id. a (4.6) egyenletet)
a kvantumos (fekete) és szemiklasszikus (piros) szamités eredményeként. A
paraméterek ugyanazok, mint a 4.5. dbran. Jol lathatok a negativ hosszoknal
megjelend csicsok, amik a negativ hosszisagi palyak jelenlétére utalnak.

ahol S; (4.5) alaka. Az A, amplitidokat is kiszamithatjuk (4.8) alapjan,
de pontos értékiikre nincs sziikségiink. A 4.6. abra als6 felében az itt
targyalt (4.9) szemiklasszikus kozelités segitségével szamitott PLS lathato.
Ismét jo egyezést kapunk a kvantumos eredménnyel. A dominans negativ
hossztisaghoz tartozo csucsok (1d. a 4.7. abrat) az L = 2z, — [, csaladba
tartoznak, ahol .-t a (4.2) kifejezés adja meg. Esetiinkben L = —0.4,
-1.0, —-1.6, —2.4, —3.0, —3.6, —4.4, —5, --- . Ezek a hosszak a kovetkezs
utvonalakhoz tartoznak: Elgszor az elektron beleiitkozik a szupravezetGbe,
a retro-reflektalodott lyuk diffraktalodik a szérécentrumon. Ezutan r szami
"hurkot" tesz meg a falak kozott pattogva. Végiil a lyuk diffrakcioval vissza-
jut a szupravezet6hoz, és elektronné alakulva visszajut a bejarathoz.

4.4. Osszefoglalas

Az ismertetett eredmények a normal-szupravezeté mezoszkopikus vezetdk
PLS-ének els6 elméleti vizsgalatat adjak. Demonstraltuk, hogy a diffraktiv
NS rendszerek PLS-e fundamentélisan mas mint a diffrakci6 mentes rend-
szereké a negativ hosszaknél megjelend csicsok miatt. A negativ hosszak
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4.7. abra: PLS a normél (alsé rész) és az NS rendszer (fels§ rész)
reflexiés amplitidéira. A dominéns negativ hosszhoz tartozd csicsok
helye L = 2z — l,, ahol [-t (4.2) adja meg, Esetinkben L =
—0.4,-1.0,—1.6, —2.4, —3.0, —3.6, —4.4, =5, - - - .

kimutatésa érdekében a legegyszeriibb pontszerii diffraktiv szérécentrum e-
setét vizsgaltuk meg részletesen.

A diffraktiv szoéras szerepét a normal mezoszkopikus rendszerekben ma-
napsag ismerik fel [Jalabert 1999, Hersch, Haggerty, Heller 1999, Sieber 2000,
Bogomolny, Leboeuf, Schmit 2000]. Az NS rendszerek egy 1j jatékteret je-
lenthetnek az ott kialakulo elméletek tesztelésére. A diffrakcio szerepe je-
lent&snek tinik zart Andreev NS rendszerek gerjesztési spektruméban is,
melynek vizsgélata jelenleg is folyik [Adagideli, Goldbart 2001].
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5. Fejezet

A Gutzwiller trace formula
kvantum korrekcioi

Mint azt a BevezetSben lattuk, a Gutzwiller trace formula [Gutzwiller 1971],
[Gutzwiller 1990] a klasszikusan kaotikus rendszerek szemiklasszikus kvan-
talasanak legtomorebb megfogalmazasa. Azonban ez a formula csak a h sze-
rinti sorfejtés vezetd rendje. Tovabbi A korrekciok kiszamitaséra van sziikség,
ha javitani akarunk a szemiklasszikus kifejezések pontossigén. Ebben a fe-
jezetben [Vattay 1994(1)], [Vattay, Rosenqvist 1996] és [Vattay 1996 alapjan
azt tekintjiikk &4t, hogy hogyan lehet ezeket a korrekcidkat kiszamitani és
kezelni.

5.1. A trace lokalis kiszamitasa

Amint azt a Bevezetében mar megmutattuk, a Green fiiggvény nyoma for-
malisan a kovetkez6 szummaval egyezik meg:

1
TrG(z,2',E) = /de(x,a:,E) = ZE— o (5.1)

ahol az E,-ek az energiaszintek. Ez pedig szintén formélisan a spektralde-
terminans logaritmikus derivaltja:

Tr Gz, o, E) = diElog A(E), (5.2)

ahol A(F) = det(E — H) = [[,,(E — E,) a H Hamilton operator szekularis
egyenlete. Balian és Bloch [Balian, Bloch 1970] megmutatték, hogy az (1.60)
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Green fiiggvény felirhat6 gy, mint az x és 2’ pontokat E energiaval 6sszekots
Osszes lehetséges klasszikus palyara vett Osszeg:

G(.T,./L',,E) — Z AJ‘(.Z',.T),7E)eisj(m,ml’E)/h,

J
Tz —

ahol S;(z,2', F) a palya mentén szamitott klasszikus hatas. Az A;(z,2', F)
amplitudot pedig egy olyan sor alakjaban lehet megadni, melynek els6 tagja
az (1.64) és (1.65)-ben targyalt szemiklasszikus kifejezés. (A sor pontos
alakjara itt nem lesz sziikségiink ezért nem részletezziik. Megtalalhato a
[Balian, Bloch 1970| cikkben.) A Green fiiggvény nyoméanak i — 0 esetén
érvényes aszimptotikus alakjat a nyeregpont modszer segitségével szamithat-
juk ki. A nyeregpontok az (1.73) szerint a p-vel jel6lt primitiv periodikus pa-
lyak és azok r-rel jelolt repeticioi lesznek. Az egyes nyeregpontok jarulékait
kiiloén-kiilon gy kaphatjuk meg, hogy ha a Green fliggvény nyoméat a primitiv
periodikus pélyét koriilvevd kis €2, tartomanyon szamitjuk ki:

TrG,(E) :/ drdqdgs...dgg 1G(1,q,7,q, E), (5.3)
QP

ahol bevezettiink egy olyan 1) koordinata-rendszert, melynek 7 koordinétaja
a periodikus palya mentén fut, mig a ¢;,7 = 1,...,d — 1 koordinatdk arra
merdlegesek. (A koordinatak explicit megkonstrudlasira nem lesz sziiksé-
glink.) A periodikus palya menti S,,(7,q,7’,d’) hatast és A,,(7,q,7',q’)
amplitudot Taylor sorba fejthetjiikk a g és ¢’ valtozok szerint a periodikus
palya kozelében. A TrG,(E)-t pedig a lokalisan kifejtett sor segitségével
bevezetett

G T, qa TI) qla E = A r\T, qa 7—,7 q/, E 6iSp’T(T’q’TI’q”E)/h
p D,
p,r

lokalis Green fiiggvény nyomaként kapjuk. A teljes Green fiiggvény nyoma a
lokalis Green fiiggvények nyomainak Osszegeként adodik:

TrG(E) = TrGo(E) + Y TrG,(E), (5.4)

ahol TrGy(FE) a nulla hossztisagu palyak jaruléka (1d. (1.73) és (1.74)). A
I — 0 hatéaresetben a nyeregpont modszer hasznélata esetén az (5.3) in-
tegralok értéke fiiggetlen az €1, tubusok meéretétdl és esetleges atfedésétdl.
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Eredményeink, ennek megfelelGen, mindenképpen csak aszimptotikus sorok
lesznek, és csak aszimptotikus értelemben érvényesek. Véges, megadott h
értékek esetén végzett szamitasoknal gondosan kell eljarni, és olyankor a
szamitashoz felhasznalt periodikus palyak szaméat a h-tol fiiggé moédon kell
megvélasztani. Erre a problémara Berry és Keating |Berry, Keating 1991]
javasoltak megoldast. Itt a tovibbiakban nem foglalkozunk a sorok kiértéke-
lésével kapcsolatos problémékkal. Ezekre majd a kdvetkezs fejezetben tériink
ki. Most csupan a & korrekcidk technikai értelemben vett kiszamitasira
Osszpontositunk.

5.2. A h sorfejtés mint zaj korrekcio

Mivel G, a lokéalisan sorbafejtett Green fiiggvény, feltételezhetjiik, hogy van
hozzatartozé olyan megfelel6 lokalis Schrédinger egyenlet, melynek Green
fiiggvénye éppen G,. Megjegyezziik, nem-kaotikus rendszerek stabil peri-
odikus pélyéi esetén, Babié és Buldyrev [Babic, Buldyrev 1990] méar foglalkoz-
tak a Schrodinger egyenlet lokalis megoldasaval, és a lokalis sajatfiiggvényeket
kvazi moédusoknak nevezték el. Azonban instabil periodikus pélydk esetén
ilyen megoldasok korabban nem voltak ismertek.

Ha meg tudjuk oldani az 2, tartomanyon a lokalis Schrodinger egyen-
letet, akkor G, nyoméat egyszertien ennek az egyenletnek a sajatértékeire valo
Osszegzés segitségével szamithatjuk ki. Masrészt, a lokalis Scrodinger egyen-
let sajatértékeibol lokalis spektraldeterminans (Z,(E)) definidlhaté, aminek
logaritmikus derivaltja éppen a lokalis trace formula:

TrG,(E) = diE log Z,(E). (5.5)

A lokalis Schrédinger probléma definialdsahoz bevezetiink egy olyan rep-
rezenticiot, ami szorosan kapcsolddik a klasszikus dinamikahoz, és segit ab-
ban, hogy egy periodikus pélya kornyezetében sorbafejthessiik a Schrodinger
egyenletet [Schulman 1989]. Tekintsiik a Hamilton-Jacobi egyenlet egy tet-
sz6leges megoldéasat:

S (z, 1) + %(VS(:):, D)2+ U(x) =0, (5.6)

és transzformaljuk a v (z,t) hullam fiiggvényt ennek segitségével a kovetkezos
unitér médon p(xz,t) = ¥(x, t)e @/ Az igy definialt j fiiggvény kielégiti
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a Maslov-Fjedoriuk transzport egyenletet [Maslov, Fjedoriuk 1981]:

1 h
dup + V(VS) = SpAS — %A(p = 0. (5.7)

A kvantummechanikai propagétor ebben a reprezentéciéban
K2, ¥z, 1) = enS@D-SEO) £(4! ¢z 1) (5.8)

alaku, ahol L(z',t'|z,t) az (5.7) transzport egyenlet propagatora.
Az (5.7) egyenlet forméalisan egy olyan stochasztikus dinamikai rendszer
stirtiségeloszlasat fejlesztd Fokker-Planck egyenlet, melynek komplex Langevin

egyenlete:
d§

= =VS(E 1)+ Vihn(t), (5.9)

és n(t') a Gauss fehér zaj a szokasos (1;(t)) = 0 és (n;(t)n;(t')) = 6;;0(t—1') tu-
lajdonsagokkal. Az (5.7) egyenletben még szerepel egy a AS(x,t)-sel ardnyos
forras tag is. A Fokker-Planck |Haken 1978| analdgiat kihasznalva ezt a
propagatort gy is felirhatjuk, mint egy a klasszikus pélya koriil fluktualo
stochasztikus palyakra vett Gsszeget :

L(a', ¥z, t) = <e% I} ASE@ L 500 ey x))> (5.10)
n

ahol £(t',t,x) a komplex Langevin egyenlet megoldéasai £(t) = x kezdeti
feltétellel. A () minden zaj konfigurdciéra valo atlagolast jelol. Ezt a
Hamilton-Jacobi egyenlet tetsz6leges megoldasan alapul6 reprezentaciot Ron-
cadelli vezette be [Roncadelli 1992], mint a Feynman féle palya Gsszeg
|Feynman 1948, Schulman 1981] egy alternativajat. A i — 0 hatareset-
ben a fluktuédciok elnyomddnak, és a (5.9) egyenlet determinisztikussa valik,
E(t',t, z) pedig egy olyan klasszikus pélya lesz, melynek kezdeti feltételei x és
p(t) = VS(z,t). A propagator kiszamitaséra a gyakorlatban egy perturba-
cios sorfejtését dolgozhatunk ki, amiben a —%Ag@ tagot perturbacionak tek-
intjiik az (5.7) egyenlet t6bbi, determinisztikus dinamikahoz tartozo tagjahoz
képest. A sorfejtés a kovetkezs alaku lesz:

L' tx,t) = LO@ ]z, t) + > (ih/2)" L™ (@ 1|z, 1), (5.11)
n=1
ahol
LO t]x,t) = ex Ji ASEW L 5000 _ (¢! ¢ 1)), (5.12)
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de most £(t',t,z) a determinisztikus palyat jeloli. A sorfejtés n = 0 tagja
visszaadja a szemiklasszikus kozelitést, a tovabbi (¢h)"-nel aranyos tagok
pedig a szemiklasszikus kozelités kvantum korrekcidi. Lathato, hogy ebben
a felfogasban a kvantum korrekcidk mint a determinisztikus klasszikus mec-
hanika zaj korrekcidi jelennek meg.

5.3. Sorfejtés a periodikus palyak kornyezetében

Ezek utdn mar egyszertien vizsgilhatjuk az egyes periodikus pélydk kor-
nyezetébdl szarmazo6 jarulékokat. Az (5.8) propagatort a legmegfelelGbben
tgy hasznalhatjuk az €, tubusban, ha a Hamilton-Jacobi egyenlet S,(x,t)
megoldasat ugy valasztjuk meg, hogy a p(t) = VS,(z,(t), t) periodikus palya
menti impulzus éppen megegyezzen a periodikus palya p,(t) klasszikus im-
pulzusaval, és a V.S, (x, t) sebességtér legyen id6 fiiggetlen. Ezt a sebességteret
egy Taylor sor alakjaban meg is konstruéalhatjuk, ha az

Sp(a,t) =Y sult)(@ — ,(t))"/n! (5.13)

kifejtést behelyettesitjiik az (5.6) Hamilton-Jacobi egyenletbe, ahol n =
(n1,na, ...,ng) egy vektor indexet jelol, d a dimenzid, n! = H?Zl n;! és

(z — 2, ()™ = [, (x — 2,:(t))™. Az sebességtér id6 figgetlenséget gy
biztosithatjuk, ha az egyiitthatokat periodikusnak valasztjuk (s, (t) = sn(t+
T,)), a nulladik rend kivételével, amely id6ben novekvé:

solt + ) — solt) = /0 v (%pi(t') _ U(xp(t'))) it = /0 Y L.

(A nulladrendd tag nem lép fel a sebességtérben a V.S, (x,t) gradiens képzés
miatt.) Ez a megoldas egyben stacionérius is (0;S,(z,t) = —FE), hiszen a
Hamilton-Jakobi egyenlet csak ekkor ad id&fiiggetlen sebességteret.

5.4. Lokalis sajatértékek

A konstrukcié soran barmely rendnél megallva formalisan periodikus sebes-
ségteret kapunk, ezért célszertibb a folytonos idéfejlédés helyett a T, perié-
dusra vonatkozo K,(z',T,|x,0) operatort vizsgalni, ahol p-vel azt jelezziik,
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hogy az operatort a fenti procedira soran S,(z,t) segitségével allitottuk el6.
Az operator birtokdban ratérhetiink a lokalis sajatértékek és sajatfiiggvények
kiszamitaséra.

Ha 1,(x,t) a lokélis probléma stacionarius allapota, akkor egyben az egy
periddusra vonatkozo operatornak is sajatfiiggvénye a megfeleld sajatértékkel:

e FTe/yy (2, 0) :/d:v'le(x',Tp\l",0)7%(53/,0)- (5.14)

Kihasznalva, hogy S,(z,T,) — Sp(z,0) = OT” dt'L(t'"), és hogy a periodikus
palyak hatasara igaz, hogy S,(E) = § pp-dq = fOT” L(t")dt'+ET,, a kovetkezs
transzformalt sajatfiiggvényt kapjuk:

op(z,0) = eiSP(E)/h/dm'ﬁp(ac,Tp\x',O)tpp(a:',0). (5.15)

E)

Amennyiben e*»m(E)_yal jelsljiik L, sajatértékeit, melyek kielégitik az

eAp,m(E)(pp,m(:L., 0) = / dl’lﬁp(.’ﬂ, Tp|$l, O)Qpp,m(x,a 0) (516)

egyenleteket, ahol m a sajatértékek vektor indexe, akkor veliik a lokalis spekt-
raldeterminans a ,

Zy(E) = [ [ (1 — e»mPens (7)) (5.17)
alakba irhato. Az (5.2),(5.4) és (5.5) egyenletek alapjan djra kifejezve a teljes
rendszer spektraldeterminansat, azt kapjuk hogy

p m

Ez a kifejezés a teljes spektraldeterminanst a lokalis sajatértékek szerinti
végtelen szorzat alakjaban fejezi ki, és ez a fejezet egyik legfontosabb ered-
ménye. Az (5.18) kifejezés a szemiklasszikus spektraldeterminéns [Voros 1988|
kvantum korrekcidkkal altalanositott alakjanak tekinthets. Hasonlo formulat
vezetett be [Voros 1994] az un. Quantum Baker Map esetén. Definialhatjuk

a
GUE) =] (1 . e)‘p’“‘(E)e%S”(E)) (5.19)

P
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fiiggvényeket, melyek az (1.7) Gutzwiller-Voros zeta fiiggvények kvantum kor-
rekcioval ellatott valtozatai. Az (5.2) logaritmikus derivalt elvégzése utan
a Gutzwiller trace formula kvantumos korrekciok figyelembevételével vett
altaldnositasat kapjuk:

T (@(8) - Gul) = o 3 [1(8) — o] (rmisim)”

5.5. A korrekcidok kiszamitasa

A gyakorlatban az (5.16) sajatértékeket a kovetkez6 modon hatarozhatjuk
meg: Behelyettesitjikk a ¢, m(z,t) = > ,°, (%)Kgoz(fln(:r,t) perturbécios sort
az (5.7) egyenletbe, és igy egy iterativan megoldhaté egyenlet séméat kapunk,
ami a (p,(,?zn szemiklasszikus megoldassal kezdédik:

1
Orppin + VPV Sy + 50pmAS, = 0, (5.21)
Bl + VIV S, + go‘“)As = Apf)..

A sajatértékeket szintén sorbafejthetjiik az if/2 hatvanyai szerint:

Apm(E) = i(%)zqﬁf)n. (5.22)

£=0

A 1 szerint sorbafejtett (5.16) sajatérték egyenlet pedig a kiovetkezs:

0 (2,T,) = exp(C)l) (x 0)

o) (2, T,) = exp(CL) {o{)(z,0) + C{ o (2,00},
et +T,) = exp(C) [ (t )"‘ngl Pl () + (CFh + 5 (C(l) )2l ()],
(5.23)

és igy tovabb. A gogzn(x,t) fiiggvényeket (5.13)-h6z hasonlé6 médon Taylor

sorba fejthetjiik a periodikus pélydk koriil, és rekurzive megoldhatjuk az
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(5.22) egyenleteket. Az els6 korrekcié meghatarozasahoz csak néhany egyiitt-
hatot kell kiszamitani. A nulladik rend a szemiklasszikus Gutzwiller trace
formuléval ekvivalens:

d—1

. 1
C](J?m = —l7TVp/2 - Z <m, + 5) Up iy

=1

ahol az u, ; = log |A,;|-k a J,, Jacobi matrix A, ; sajatértékeinek logaritmusai,
és v, a periodikus palya Maslov indexe. Az els6 kvantum korrekciét pedig a
clt, = OT” dt Awé?ﬂn(t)/ go,‘f)n(t) integral adja.

A szemiklasszikus Gutzwiller trace formulét ugy nyerjiik, ha a nulladik
rendben nyert eredmény logaritmikus derivalasa soran csak a vezets ren-
det hagyjuk meg, a magasabb rendii —ihd%)\p,m(E) tagot pedig nem, mivel
az a kovetkez6 rendhez ad jarulékot. Majd a nulladrendd szemiklasszikus
sajatértékeket felhasznélva:

A (B) _ Ol — o= ivpm=3(mi+1/2up,i

Az m; indexekre val6 Osszegzés végiil a vart

e—irupw/Z

AL (B _
e pm\HT = (5.24)
; | det(1 — Jr) [1/2

eredményt adja (v.6. (1.74)).

5.6. Az eredmények tesztelése a harom diszk
rendszeren

Az eredményeket célszertd olyan rendszereken tesztelni, ahol azok Gsszevethe-
t6k mas modon nyert eredményekkel. Jelenleg ez csak a két és harom diszk
rendszer esetén teheté meg, melyekre [Gaspard, Alonso 1993]-ban vezettek
le korrekcidkat a Feynman péalya integréal direkt kiértékelésével.

Ha altalanos elméletiinket bilidrd rendszerekre akarjuk alkalmazni, akkor
figyelembe kell venni, hogy a falakon a lokalis hullamfiiggvényeknek is ki kell
elégiteniiik a Dirichlet hatéarfeltételeket. Az (5.7)-bol meghatarozott sajat-
fiiggvény nem folytonos azokban a pontokban, ahol az z,(t) palya beleiitkozik
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a falba. A hullamfiiggvény alakja az iitkdzést kozvetleniil megel6z6 t
idépontban:

Yin(@,y(2),t) = @z, y(x), t_o)eT¥EHi-0)/h (5.25)

ahol y(z) = Yo /2! + Y323/3! + Yy2* /4! + ... a biliard falanak parametrikus
alakja Descartes koordinatakban az iitkozés pontja (origo) koriil. A hullam-
fliggvény alakja az iitkozést kozvetleniil kdvets o id6pontban:

Yout (7,y(), 1) = @(x,y (), t0)e" V), (5.26)

A két hullamfiiggvény Gsszegének el kell tiinnie a falon. Ennek az a kovetkez-
meénye, hogy a be és kimend fazisok és amplitudok kozott az S(x, y(z),t_o) =
S(z,y(x),tro) ésap(z,y(x),t_o) = —p(z,y(z), t1o) kapcsolatoknak fenn kell
allniuk. A felléps negativ elGjel nem mas, mint a kemény falon valé iitkozés
kovetkeztében felléeps Maslov fazis.

A harom diszk rezonanciidk szemiklasszikus kozelitésbdl szarmazo értéke-
inek a kvantum korrekciékbol szarmazo gavulését demonstralando, egy nu-
merikus modszert dolgoztunk ki az elsé Cp,lr)n kvantum korrekciok szdmitasara
tetszGleges kétdimenzios bilidrd rendszerben. Az els6 korrekcié csak olyan
alap adatoktoél fliigg mint az iitkozések kozti szabad utak hossza, a beesési
szogek és Ys, Y3, Yy a fal Taylor sorfejtésének harom elsG tagja a beesési pont-
ban. Mivel a Feynman integralbol a harom diszk rendszerben a [Alonso, Gas-
pard 1993|, ill. a [Gaspard, Alonso 1993| cikkekben csak a CZ(,B korrekciokat
szamitottak ki, mi is csupan erre szoritkozunk. A szamitasok 6t tizedesjegyig
egyezést talaltak, de modszeriinkkel a szdmitégép numerikus pontossagaig
képesek voltunk a korrekcidkat kiszdmitani. Szamitasaink ravilagitottak né-
hany aprobb hibara is, melyet ennek nyoméan Gaspard és Alonso késébb er-
ratumban korrigaltak [Alonso, Gaspard 1994]. Az m # 0 egyiitthatokat nem
tudtuk Osszevetni a [Alonso, Gaspard 1993| cikk eredményeivel, mert az m
fiiggést a szerz6k nem vették észre az altalanos (5.18) és (5.19) kifejezések
hidnydban. Maésrészt, modszeriink szempontjabol nem okoz nehézséget az
iitkozések szamanak novekedése. Igy képesek voltunk 10 iitkozésig kiszami-
tani a 226 primitiv palya jarulékait. Ezt csak a szamitégép numerikus pon-
tossdganak elérése limitalta.

Azonban az m fiiggés is ellendrizhetd a két diszk [Wirzba 1992] rendszer
esetén. A szokésos R :a = 6 : 1 esetben [Gaspard, Rice 1989], [Cvitanovic,
Eckhardt 1989] médszeriinkkel az analitikus CS5n = (—0.625m3 —0.3125m2 +
1.4375m + 0.625)/+/2E eredményt kaptuk. Az m = 0 és m = 1 esetekben
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Kvantum | Szemiklasszikus | +EIs6 korrekcio | dsc/0corr
0.697995 0.758313 0.585150 0.53
2.239601 2.274278 2.222930 2.08
3.762686 3.787876 3.756594 4.13
5.275666 5.296067 5.272627 6.71
6.776066 6.793636 6.774061 8.76
30.24130 30.24555 30.24125 92.3
31.72739 31.73148 31.72734 83.8
32.30110 32.30391 32.30095 20.0
33.21053 33.21446 33.21048 79.4
33.85222 33.85493 33.85211 25.2
34.69157 34.69534 34.69152 77.0

5.1. tablazat: A harom diszk rezonancidk valos része (Rek) 6:1 diszk
szeparacional. A szemiklasszikus kozelités hibajat dsc = |Rekgu— Reksc|
jeloli, dcorr pedig ugyanez az els§ korrekciot is tartalmazé szemiklasszikus
kozelitésre vonatkoztatva. Az utolsé oszlopban szerepld aranyszam megmu-
tatja, hogy hanyadrészére csokken a szemiklasszikus hiba az elsé korrekciod
figyelembevételétsl [Vattay, Rosenqvist 1996].

ezt Wirzba [Wirzba| is megerdsitette, aki numerikus kvantumos szamitasok
segitségével jutott ugyanerre az eredményre. Ugyanezt talalta Whelan a
[Whelan 1995| cikkében egy konfokélis hiperbola rendszerben. Moédszeriink
tovabbi elénye, hogy szimmetriaval rendelkez6 rendszerek esetén a kvantum
korrekciok is felbonthatok a szimmetria osztalyok szerint.

Az 5.1. tablazat a szemiklasszikus (Gutzwiller) és az els6 kvantum kor-
rekcioval javitott szemiklasszikus eredményt hasonlitja Gssze a harom diszk
rezonancidk esetén. Azt lathatjuk, hogy az els6 korrekcié egyre nagyobb
szazalékos javulast okoz a hullimszam névelésével. A névekvd pontossag mel-
lett gyors konvergenciat is meg lehet figyelni, aminek oka az, hogy szamité-
sainkat a szimmetria redukalt rendszerben tudtuk elvégezni, ellentétben a
teljes tartoméanyban végzett [Alonso, Gaspard 1993| szamitasokkal.
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5.7. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben 1j modszert vezettiink be a szemiklasszikus Gutzwiller
trace formulaban fellép6 klasszikus periodikus palyakbol szarmazoé tagok h
korrekcidinak kiszamitdsara. A modszer a korrekcidk kiszamitésat visszave-
zeti egy zajjal perturbalt dinamikai rendszer zaj korrekcidinak probléméjara.
A korrekciok konkrét kiszamitadsara perturbativ modszert adtunk. Ered-
ményeinket a harom diszk rendszeren teszteltiik, és 6sszevetettiik més modon
kapott hasonl6 eredményekkel. Demonstraltuk az (ij moédszer szamos elényét,
melyek koziil a legfontosabb, hogy a korabbi médszerektdl eltéréen, helyesen
adja vissza trace formula korrekcioinak szerkezetét.

A h korrekciok szamitasa az elért eredmények ellenére is nehéz numerikus
feladat f6ként a fellépd differencidlegyenletek rossz matematikai tulajdonsa-
gai miatt. Ezért, a magasabb rendid 7 korrekcidk tanulmanyozasa helyett, a
hozzajuk nagyon sokban hasonl6 zaj korrekcidokat tanulmanyozzuk a kovetkezd
fejezetben, melyek technikailag sokkal konnyebben kezelhet6k, remélve, hogy
a zaj korrekcidk esetén elért eredmények hasznosak lehetnek a magasabb
rendi A korrekciok viselkedésének megértésében is.
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6. Fejezet

Kaotikus rendszerek zaj
korrekcioi

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a szemiklasszikus trace formula 7 korrekcidi-
nak kiszamitasa meglehetGsen komplikalt feladat, és az csak az els6 néhény
korrekcié meghatarozasa tiinik realis célkitiizésnek. Masrészt megmutattuk,
hogy a korrekciok szamitasa matematikailag hasonlo, mint egy zajjal pertur-
balt dinamikai rendszer zaj korrekcidinak szdmitésa. FEzért itt egyszertibb
rendszert valasztunk a trace formula korrekci6inak tanulményozéasara, a dis-
zkrét, zajjal perturbalt leképezéseket. A diszkrét leképezések egyszertien
definialhatok és technikailag kénnyen kezelhet&k, ugyanakkor viselkedésiik
magukban hordozza ugyanazt a komplexitast, mint a folytonos dinamikija
kaotikus rendszerek. Ha egy determinisztikus leképezést gyenge zajjal per-
turbalva sztochasztikussa tesziink, akkor az evolicios operatoranak trace for-
muldjaban a zaj er&sségét jellemz6 paraméter hatvinyaival aranyos korrek-
ciok jelennek meg. Ezek hasonloak a szemiklasszikus trace formula A korrek-
ci6ihoz. Ebben a fejezetben a [Cvitanovié¢, Dettman, Mainieri, Vattay 1998|,
|Cvitanovi¢, Hansen, Rolf, Vattay 1998|, [Cvitanovi¢, Dettman, Mainieri,
Vattay 1999], [Sondergaard, Palla, Vattay, Voros 2000], [Palla, Vattay, Voros
2000], [Palla, Vattay, Voros, Sondergaard, Dettmann 2001| publikaciok alap-
jan bemutatjuk a trace formula zaj korrekcidinak viselkedését.
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6.1. Egydimenzios leképezések trace formulaja

A diszkrét, determinisztikus leképezések a legegyszeribb dinamikai rend-
szerek, melyeken a kdosz tulajdonsagai tanulméanyozhatok. Szamos idGben
eredendgen folytonos folyamat vagy rendszer analizise is vezethet diszkrét
leképezések vizsgalatara. Jo példa erre a folytonos dinamikaji kaotikus rend-
szerek Poincaré metszete. A szokasos mechanikai rendszerek egydimenziéban
mind integralhatok, ezzel szemben diszkrét leképezésekkel mar egydimenzio-
ban is konnyen létrehozhatunk kaotikus rendszert. Altalanosan az

egyenlettel definidlhatunk egy ilyen leképezést, ahol f(z) egy valés fiiggvény.

Ha az egyes trajektoridk nyomon koévetése helyett inkdbb a pontok stirtisé-
gének fejlédésére vagyunk kivancsiak, akkor a leképezés evolicids operatorat,
(Perron-Frobenius operator) kell vizsgalnunk, ugyanis egy ¢(x) siirtiséggel
elosztott kezd6pontok halmaza egy lépés alatt a

F ) = (Lody) (y) = / dx L(y, 2)9(2) (6.2)

stirtiségfiiggvény ponthalmazba képzddik le, ahol £ a fent emlitett operator.
Determinisztikus leképezés esetén L egyszertien az

L(y,x) = 6(y— f(z)) (6.3)

formuléval adhat6 meg, hiszen ilyenkor

buii(y) = / dx3(y — £(2))n(2). (6.4)

Az evolicio6s operator L™ hatvinyainak nyoma megadhaté egy olyan 6sszefiig-
géssel, mely a diszkrét leképezések trace formulajanak tekinthetd, és analog
a Gutzwiller-féle trace formulaval:

"= xo(x — f"(x)) = 1
R A

(6.6)

ahol az n hosszusagu periodikus palyakra kell 6sszegezni. Az f" derivaltja, a
lancszabaly miatt nem més, mint az f'(z) fliggvénynek a palya mentén vett
szorzata:

(") (27) = f'@) f (2)---f (7). (6.7)
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f(x) }

Xo x 1 X

6.1. abra: Az altalunk hasznalt leképezés. Az xy és x; pontok a leképezés
fixpontjai.

Ha a periodikus palya egy n, periédusi primitiv palya r-szeres repeticidja,
(n = rny), akkor az egyszeres koriiljaras utan kapott ()" = A, hatvanyozo-
dik, és (f™)(z;) = Aj. A (6.7) kifejezés egyben a vizsgalt pélya stabilitasa
is, hiszen a péalya kezdeti pontjatol egy infinitezimalis 7n-val eltéré pontbol
inditvan a leképezést, egy koriiljaras alatt:

M +n) = @) + (") (@)n + O (6.8)

lesz a képpont koordinatija, amibdl definici6 szerint az n egyiitthatdja adja
a palya stabilitasat.

A (6.5) atirhat6 egy olyan formuldba, ahol csak a primitiv periodikus
palyakra kell 6szegezni, ugyanis minden n, periédust primitiv palya a ciklikus
szimmeria miatt n,-szer fordul el§ az &sszegzésben:

Tl = ) o] _N (6.9)

n=rnyp

Ha egy leképezés bizonyos pontokat az értelmezési tartomanyan kiviilre
képez, akkor hasonlit az eddig tanulményozott olyan nyilt kaotikus széro
rendszerekhez, mint példaul a harom diszk rendszer. Egy ilyen leképezés képe
lathato a 6.1. abran. Sok kiilonb6z6 kezdeti értékrél inditva a leképezést,
lépésrdl 1épésre egyre kevesebb pont marad bent az intervallumban. Sok
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lépés utan csak a periodikus palyakhoz kellGen kozeli kezdeti feltételekhez
tartozoé palyak maradnak, mert a periodikus palyak sosem hagyhatjak el a
rendszert. Egy n hosszisagi periodikus palya definicié szerint teljesiti a
kovetkezs egyenleteket:

Tp+1 — T71- (611)
A legegyszeriibb (legrovidebb) periodikus palyak a fixpontok, melyeket a 6.1.
abrén is feltiintettiink.

Tipikusan e a val6szintisége annak, hogy egy részecske n iteracié utan
is a rendszerben marad, ahol v az Gn. szdkési rata. Az evolicios operator
legnagyobb sajatértéke és ezen szokési rata kozt a 1.1.4 részben, a folytonos
idejl esetre mar ismertetett, szoros Osszefiiggés van. Ennek diszkrét ideji
megfelelGje

v = In(vp), (6.12)

ahol vy most a Perron-Frobenius operator legnagyobb sajatértéke. Itt érdemes
megjegyezni, hogy a szokési rata és a Perron-Frobenius operator kozotti
fenti kapcsolat kimutatasa Szépfalusy Péter és Tél Taméas nevéhez fiiz6dik
[Tél 1987] [Szépfalusy, Tél 1986|. A Perron-Frobenius operator spektruma is
megadhato a rendszer periodikus palyain alapulé kifejtés segitségével. Az
operator spektraldeterminansa a

det(1—2£)=0 (6.13)
alakba irhatd, ahol z az operator sajatértékeinek reciproka. A
det(1 — zL) = exp (Trlog(l — zL)) (6.14)

azonossag és a
log(1 — ) Z —z" (6.15)

sorfejtés felhasznalédsaval a spektraldeterminénsra a koévetkezs Gsszefiiggést
nyerjiik:

det(1 — zL) = exp ( Z Trﬁ") (6.16)
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A (6.9) formula behelyettesitésével ez a

det(1 — 2L) = exp (— Z iiﬁ) (6.17)
p

p,r

alakot 6lti. A folytonos esethez hasonléan a spektraldeterminans kummuléns
sorfejtése

det(1—2zL) =1-) Qn2" (6.18)
n=1

alaki, ahol a (), kummulansokat a Newton rekurzi6és formula allitja el az
operator hatvinyainak nyomabdl:

1
Qn = n (Crn = CpaQ1 — -+ - C1Qn 1), Cp = TrL". (6.19)

Az ebben a fejezetben megadott konkrét szamitasokat a [0, 1] intervallu-

mon értelmezett,
f(z) =20 (L 4 (6.20)
)= 16 5 x .

fiiggvénnyel definialt leképezésen teszteltiik. A fenti fliggvény a 6.1. abran
lathato. A 6.1. abrardl leolvashat6, hogy minden olyan pontban, melynek
képe még nem szorodik ki a rendszerbdl, az |f'(x)| > 1, ami azt jelenti,
hogy rendszeriink hiperbolikusan tagitd, azaz a trajektoridk lokalisan expo-
nencialisan tavolodnak egymastol.

6.2. Zajos leképezések evoliciés operatorai

Az eddig ismertetett determinisztikus leképezésekbdl zajos leképezést ka-
punk, ha minden iteraci6 utan az eredményhez egy véletlen értéket (zajt)
adunk:

Tp+1 = f(xn) + o'fna (621)

ahol f(z) a leképezés determinisztikus részét megado fiiggvény, o a zaj
erGsségét jellemzG paraméter, &, pedig egy véletlen valdszintiségi valtozo,
melynek szorasa egyre normalt, és siirtiségfiiggvényét p(&)-vel fogjuk jeldlni.
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Az irodalomban leggyakrabban hasznalt, és altalunk is vizsgalt eset a Gauss
zaj:

pl) = —=e 7, (6.22)

melyet esetiinkben még a A korrekcidkkal vald analégia is motival. A tovab-
biakban feltessziik, hogy a &,-ek nem korreladlatak. A zaj jelenléte miatt a
(6.4) egyenlet, mely egy ponthalmaz kezdeti stirtiségfiiggvényének egy lépés-
ben torténé megvaltozasat adja meg, kiegésziil még egy £ szerinti integralassal

buia(y) = / dz / dE6(y — f(z) — 0E)p(E)dul2). (6.23)

Innen leolvashatjuk, hogy zaj jelenlétében a Perron-Frobenius operator a
(6.3)-t01 eltérden az

L) = [ dedo— 1) - o6t = 2 (L) o)
alakot veszi fel. Az egyenlet jobb oldalan all6 fliggvénynek mint strtségfiigg-
vénynek a szorésa o-val egyenld, ezért a zajerGsség paramétert szokas zaj-
szélesség paraméternek is hivni. A (6.24) egyenletbdl latszik, hogy a 0 — 0
gyenge zaj hataresetben a sztochasztikus trajektoriak a determinisztikus =’ =
f(z) trajektoriak koré koncentralédnak. Innen természetesen adodik, hogy
az operator kifejthet6 a o zajszélesség paraméter hatvanyai szerint halado
Taylor-sorba:

L(a',7) =0(a' — f(x))+ Y ]3,)N5(N o (x))/pr(f)df, (6.25)

ahol §(M)(y) = %5(y). Ezzel egy olyan, a determinisztikus trajektoridkra
koncentralt kifejtését kaptuk az evolicios operdtornak, melynél a zajszélesség
paraméterben magasabb rendi tagokat a delta-fiiggvény derivaltjai adjak a
zaj strtségfiiggvényének a, = [ p(§)£"dé momentumaival silyozva:

Lz, z)=0(z"— f(x)) + Z (_G)Nand(N)(:v' — f(x)). (6.26)



A Gauss-fiiggvény Osszes momentuma jol ismert; segitségével az evolicios
operator a kovetkezd alakot veszi fel:

1 (' — F(x))2 /252 > 0'2N
E(QTI;ZU) - 7,%6 (@' f(=))"/20% — E Wé(ﬂv)(l" — f(x)) (627)
N=0
2 4

= 8¢ — (@) + G = fl2) + GOV~ f@) + -

6.3. Az evoluciés operator matrix reprezenta-
cidja

A szokési ratdhoz a o? rendd korrekciot egzaktul meg tudtuk hatérozni egy
Feynman-féle graf technikan alapul6 eljaras segitségével [Cvitanovié, Dettman,
Mainieri, Vattay 1998|, illetve eljutottunk a o* rendii korrekciohoz a graf
technika egy optimalisabb alkalmazasaval [Cvitanovi¢, Dettmann, Mainieri,
Vattay 1999|. Ebben az alfejezetben bemutatunk egy olyan effektiv mddszert,
melynek segitségével a o® rendii korrekciokat is ki lehet szamitani TrL"-hez,
illetve a kummulans sorfejtésen keresztiill magédhoz a szokési ratat megado
legnagyobb sajatértékhez. A modszer 1ényege, hogy a Perron-Frobenius ope-
ratort egy olyan matrix reprezentacidéban irjuk fel, mely végtelen dimenzios
ugyan, de a véges méretiire valo csonkolassal kell6 matrix méret elérése utan
méar exponencialisan kis hibat ejtiink. A maéatrixok megkonstrualédsa utan a
nyom kiszamitasa mar egy egyszeri feladat.

Az f(x) leképezésiink hiperbolikusan tagito, ezért egy kezdeti ¢(z) si-
riiségeloszlasra az evoliciés operator simité hatassal van. Igy feltehetjiik,
hogy a ¢(x) analitikus, és ezért helyettesithets a Taylor-soraval. Idével az
L evolucids operator kisimitja a kiindulasul vett eloszlas apré részleteit, ami
ahhoz vezet, hogy a Taylor-sort az els6 néhany vezet6 rendi tagja dominalja.

Egy g(x) analitikus fiiggvény Taylor-sora a kovetkezs alakban irhato fel :

o0 ./L‘m
9(2) = > G, (6.28)
m=0
ahol a g, egyiitthatokat a
am
9m = 7 ~g\T 6.29
o) (629
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Osszefiigés adja meg, amit gy is megfogalmazhatunk, hogy az fn—": fiiggvények
altal kifeszitett bazis dualis bazisat a gc—mm operatorok adjak. Igy H.H. Rugh
[Rugh 1992| nyoman az operator métrix reprezentaciojat ugy definialjuk,
hogy el6szor hattatjuk az operatort a %T: bazisfiiggvényre, majd az ered-
ményt derivaljuk m'-szor a nulla helyen:

o™ x™

W)= 5 [ oLl

= oy , m,m =0,1,2, ... (6.30)

y=0

Az L tehat az £ operator matrix reprezentéicioja, mely a trajektoriak kezdeti
¢n(z) stirtiségének =™ komponensét a ¢, (y) striségfiiggvény 3™ kompo-
nensére vetiti. A kivant nyomot igy mar a matrix reprezentaciéban felirt L
nyomaként is meg lehet adni:

TrL" = TrL". (6.31)

Az L végtelen dimenzi6s, ezért a konkrét szamitasoknal véges méretiire kell
csonkolni. Hipebolikusan tagit6 leképezések esetén L szerkezete olyan, hogy
viszonylag kis méretiire val6 csonkolasa is nagyon pontos spektrumot ad.
Kovetkez6 feladatunk az L matrix elemeinek kiszamitéasa.

6.3.1. Az evolicidés operator lokilis matrix reprezenta-
cidja

A (6.26) egyenlet alapjan az evolicios operator hatvanyanak nyoma is kifejt-
het6 mint a ¢ hatvanyaival haladé Taylor-sor, melyben 6™)(f(z,) — Tqy1)
tipusu tagok szerepelnek. Az ilyen tagok koziil csak azok adnak nem nulla
jarulékot, melyeknél az x,,xs, ..., Ty, Tny1 = o1 sorozat egy periodikus péa-
lydja az f(z) fiiggvénnyel megadott determinisztikus leképezésnek. Ezért a
TrL™ Taylor-sorahoz minden n hossztisagi periodikus péalya pontjai adnak
jarulékot, tehat a determinisztikus rendszer vazanak tekinthets periodikus
palyak alapvet6 fontossagtiak a gyenge zajjal perturbalt rendszerek leirdsaban
is. Ahhoz, hogy megadjuk egy periodikus pélya jarulékat, legegyszertibb, ha
a periodikus palya minden x, pontjidhoz bevezetiink egy, a ponttél mért ®,
koordinatat, és definidljuk a lokélis leképezést a kérdéses pont koordinata
rendszerébdl az iteraci6 sordn &t kovets z,41 pont kdrnyezetébe:

Tq — To+ Dy, a=1,..n, (6.32)
fa(®) = f(z,+ D) (6.33)
Ea(¢a+1, @a) = £($a+1 + @a+1, g + (I)a) . (634)
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Az L, operator gyenge zaj esetén érvényes sorfejtését a (6.26) egyenlet mintajara
egy periodikus pélya kdrnyezetében a kovetkezs alakban adhatjuk meg:

Lo(P,®) = i (_]sl)NaN(S(N) (B + Tap1 — fal ®@)). (6.35)

Hasonloan az (6.30) egyenlet levezetéséhez, megkonstrualhatjuk a deter-
minisztikus rendszer egy periodikus palyajanak x, és x,,1 pontjaira koncent-

.« 0,

_ aml !
(L) = g / 4 L,(3', )

(Dm

m:

(6.36)

®’'=0

0 N
—0
E ( N') a'N(Ba')m’—l—N,m .

N=maz(m—m',0)

A B kifejezhets az f,(®)inverzének derivaltjaival:

oM’ m!
O (fo(Tasr + @) — o)™
0™ ml| fi (fo (Tas1 + @)
sign(fy) 0™ (Fa(®)™)
(m+1)! oP!m'+1

(Ba)yyy = -0 / 4D (D + 7041 — £,(B)) 2

®’'=0

®’'=0

, (6.37)

®'=0

ahol a rovidség kedvéért bevezettiik az Fu(®') = [ (zar1 + D) — x4 jelolést.
Ha F,(®')-t Taylor-sorba fejtjiik, a konstans tag nulla, hisz f; ' (z,41) = Z,-
Ezért a kovetkezdképpen irhatjuk:

F (D) = oof‘gl)cb'l 6.38
o )—Z T (6.38)
I=1 :

ahol 1/ F = fi. A matrixelemeket explicite meg lehet adni a multinomialis
kifejtés segitségével [Abramowitz, Stegun 1972]:

00 33[ m 00 " . .
( ﬁtl> =m! Z e Z(l|a1, ey ) T (6.39)
l=m

=1
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ahol a masodik (D) 6sszegzés minden olyan nem negativ egészen fut végig,
melyek teljesitik a kovetkezd feltételeket:

a +2ay+...+lay =1, a1 +as+..+a,=m, (6.40)

és a multinomialis egyiitthato:

il
) = . 41
(l|a1aa2a , ) (1!)a1a1!(2!)“2a2!...(l!)alal! (6 )
Alkalmazzuk a (6.39) formulat F,(®')-re m + 1-es hatvannyal:
(Fa (@)™ i o ¥ Vo 2 z
— — Y (llay, a9, ..., a;) (.7:,1( ))“I(Fa( ))“2...(.7:,1())“1.
(m+1)! ot n!
(6.42)

Ennek a kifejezésnek az (n + 1)-edik derivaltjaban a ®' = 0 helyen csak az
els6 | = n + 1 tag nem nulla, ezért a matrixelemek nullaval egyenlGk, ha
n < m, igy B egy als6 haromszog matrix:

(Ba)mm = Z(ml + 1ar, ag, ..oy agygr) - (FoaD) 5 (FPD)2 (FIHD)omis,
(6.43)

A diagonalis és az els6 nem diagonalis matrix elemeket konnyt kiszami-
tani, az els6 négy a kovetkezd alaku:

1

Btk = Tl (6.44)
(Ba)mitm = _%(m;!m!\f’ljjc’élmﬂ’ (6.45)
Bz = _% (%_3( )“}'2 > (6.46)
Boman = O (o5 s+ 5

+(m + 5)(m + 6) ?:Z) (6.47)
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ahol f!, fI ... az f(x) derivaltjat jelolik az z, pontban.

Leképezésiink hiperbolikusan tagito, |f.| > 1, ezért a diagonalis elemek
exponecialisan csokkennek, (igy mint 1/|f]|™*1), és a nem diagonalis elemek
meg még gyorsabban. Ez igazolja, hogy Ba véges méretiire csonkolasaval
exponencalisan kicsi hibat okozunk.

A lokalis matrix reprezenticiéban az evolicios operator nyoméat az alabbi
modon lehet kozeliteni :

Tr£n|sadd1es = Z np Z 6n,np7'Terr = Z CH,NO-N ) (648)
p r=1 N=0

ahol TrLp = TrL, Ly---L; a p palya jaruléka; a o szerinti hatvanysor
pedig a (6.37) egyenletbdl szarmazik, mely kifejezi az La méatrixokat a Ba
matrixok segitségével. A "saaaes" alsé index arra emlékeztet, hogy ezek az
eredmények a TrL" nyeregpont kozelitésébdl szarmaznak, és aszimptotikus
sorként érvényesek a gyenge zaj hataresetben.

A fenti formulaknak egy egyszerd ellendrzéseként vizsgaljuk meg, hogy
mit kapunk zajmentes esetben. Ilyenkor az (La)pm = (Ba)yy, matrixok a
determinisztikus L[ _, Perron-Frobenius operatort reprezentaljak. Az La-k

most haromszdg métrixok, melyeknek a diagonélis elemei (La),m = i -

Ifalfem
Az £ nyoma egy p periodikus palyan igy:
TrL :TanLQ---lei Lo (6.49)
! ! |Ap|Am |1 - Ap|
m=0 p
tehat visszakaptuk a (6.9) determinisztikus trace formulat:
- 1
TrL" = Bpopyp o 6.50

6.3.2. A sajatértékek perturbativ korrekcioi

A (6.13) spektraldeterminéans a zajos esetben a zajszélesség paramétertdl is
fiigg:

F(o,v(o) =det(1 — L/v(o)) =0. (6.51)

Ez egy implicit egyenlet a v = v (o) sajatértékre nézve, igy ha egy o értékre
teljesiil, akkor ott F'(o,v(0))-nak o szerinti minden teljes differncialjanak el
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kell ttinnie, amibdl a kovetkez6 egyenleteket nyerhetjiik:

d dv OF oF
= °F =2, .
0 do (0,11(9)) do Ov i oo’ (6.52)
d2v OF dv\’> 0*F dv °F  9°F
= - N R 2_ . .
0 do? ov (da) ov? * do Oodv * do?’ (6.53)
) BOF PP (W PF b R
" do3 dv do? do Ov? do ) 0Ov3 do? 0oOv
dv\? 83F dv 3F  O3F
3 <%) 90002 “dsactor T 908 (6.54)

és igy tovabb. A determinisztikus (zajmentes) leképezés periodikus palya
elméletébdl meg lehet hatarozni v(0)-t. Ezek utan a o # 0 a determinisztikus
L|,_, Perron-Frobenius operatorhoz adott gyenge perturbaciét paraméterez.
A fenti formulak lehetévé teszik, hogy L sajatértékéhez a perturbativ kor-
rekciokat rekurzivan, o”V-ben rendrél rendre haladva szamitsuk ki:

> 1 av
I/(O') = Z I/NO'N, Un = —' —NI/(O') (655)
frar! N! do =0
Bevezetve az
o F 6.56
Fy=—— .
K= 5 k000 (o,v) o0 (6.56)

jelolést, a (6.52-6.54) egyenletek alapjan a v,,-ekre a kovetkezs kifejezések
adodnak:

— FOl-
v = —F—lo, (657)
1
Vo = — (F02 + 2F11 v + 2F20 1/12) ; (658)
2 Fy
1
vy = _3'F10 (F01 +3F121/1 +6F111/2+ 3F21 V%+6F20V1V2+F301/f),

Az Fjy, derivaltakat a spektraldeterminans kummulans sorfejtésébél lehet
megkapni. A o szerinti sorfejtést is figyelembe véve a kummuléns sorfejtés
az

F=det(l—2L)=1->_ ) Qunz"0" (6.59)
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alakot olti, és a @,y kummulansokat a (6.19) egyenlettel analég rekurzios
formulaval lehet meghatarozni:

n—1 N
Qnn = % (Cn,N - ZZQk,N—lCn—k,l> : TrL" = %:CnyNaN.

k=1 1=0

(6.60)
A kummulénsok és az F' parcialis derivaltjai kozt az 6sszefiiggéseket konnyt
kidolgozni, itt bemutatjuk az elsé néhany derivaltat:

Foo = 1— Zzzl Qm,027", Fy = 22:1 QO,OZ(T)nfl,
Fon = ZZ:I Qm,127" Fy = % Z:LnZZ m(m — 1)Qm,036n_2a(6-61)
Fiu = Yo mQmuzg ™, Fp = o Qum22l

Ezeket a (6.58) és (6.59) egyenletekbe visszahelyettesitve kapjuk a sajatérték
korrekcioit.

6.3.3. Numerikus eredmények

A zajos leképezések zaj korrekcioinak kiszamitéaséara a [Cvitanovié, Dettmann,
Mainieri, Vattay 1998| és a |Cvitanovi¢, Dettmann, Mainieri, Vattay 1999|
publikacidinkban kidolgoztunk egy a periodikus palydkon alapuld, de szoka-
sos graf technikat alkalmazé modszert. Ennek segitségével a szokési rata zaj
korrekcioit a o? és o* rendekben sikeriilt kiszamitani. Azonban a moédszer
bonyolultsaga a rendek novelésével gyorsan nét. Az itt kidolgozott lokalis
sajatérték modszernél azonban csupan a numerikus modszerek (négyszeres
pontossag) limitaltak tovabbi rendek kiszamitasat. A kivetkezs részben azt
tekintjiik at, hogy a (6.20) leképezés esetén hogyan végezhetsk el az eddig is-
mertetett szamitasok. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben akéar a o® rendii
tagok kiszamitasa sem okoz problémaét.

Els6ként a determinisztikus rendszer periodikus palyait hataroztuk meg;
a palyak szimbolikus dinamikéijat felhasznalo vissza-iteralos modszerrel. En-
nek lényege, hogy egy hiperbolikusan tagitd leképezést ellenkezd iranyban
iterdlva hiperbolikusan 6sszehtuz6 leképezést kapunk, és barmilyen kezdeti
pontbdl az iteraci6 nagyon gyorsan rahuzodik az adott szimbo6lum sorozat-
nak megfelel§ periodikus pélyara. Rendszeriink teljes binaris szimbolikus
dinamikaval rendelkezik, ami azt jelenti, hogy az n elemt 0-bol és 1-esekbdl
all6 sorozatok és a rendszer n hossziisagi periodikus palyai kozt kolcsondsen
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6.2. dbra: A @), ; kummulansok N = 0, 2,4, 6,8 rendii perturbativ korrek-
cioi (melyeket a (6.60) egyenlet definial) az n ciklushossz fiiggvényében. Jol
lathato a szuper-exponencialis konvergencia.

egyértelmi megfeleltetést lehet létrehozni. Ha a palya egy pontja 1/2-nél
kisebb, akkor egy 0 szimbélumot rendeliink hozza, ha 1/2-nél nagyobb akkor
pedig 1-et. A nulldban 1év6 fixpont szimbélum sorozata 00000...., ezt 0-
val fogjuk jelolni; 1-el pedig a mésik, egyhez kozel es6 11111... szimb6lum
sorozathoz tartozo fixpontot. A vissza iteracié minden 1épésénél a szimbolum
sorozat alapjan kell eldonteni, hogy a két lehetséges Gskép koziil melyiket kell
valasztani. Minden primitiv palydhoz kiszdmitottuk az L, csonkolt evolicios
matrixot és L, repeticioit o-ban adott rendig, majd meghataroztuk a (6.48)
nyomokat. Az altalunk vizsgalt leképezésre gy talaltuk, hogy a legtébb peri-
odikus palyanal a 16 x 16-os matrix méretnél az eredmények mar dupla pontos
szamitassal is pontosak. Mindazonaltal a r6videbb palyak kevésbé instabilak,
igy esetiikben nagyobb matrix méreteket kellett hasznélni, 28 x 28 méretiieket
a 2-es hosszusagi palyakhoz és 34 x 34 mérettieket a fixpontokhoz. A (6.48)
kifejtésben szerplé egyiitthatok numerikus kiszamitasa utdn a kummulan-
sok és a perturbativ sajatérték korrekciok meghatéarozasa a (6.60), (6.58) és
(6.59) egyenletek segitségével tortént. Mar az n = 2 maximalis palyahosszt fi-
gyelembe vevs approximacio is jo kozelitést ad (pedig csupan harom primitiv
palyat hasznal fel), az n = 6 maximalis palyahosszt figyelembe vevs kozelités
(23 primitiv palyaval) pedig méar eléri a szamitogép dupla pontossagat.

A 6.2. abra a kummulansok abszolit értékének véaltozasat mutatja a fi-
gyelembe vett maximalis palyahosszal. A 6.1 tabldzat a legnagyobb sajatér-
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n 1) V4

1 0.308 0.42 2.2

2 0.37140 1.422 32.97

3 0.3711096 1.43555 36.326

4 0.371110995255 1.435811262 36.3583777

5 0.371110995234863 1.43581124819737 36.35837123374
6 0.371110995234863 1.43581124819749 36.358371233836
n g Ug

1 174 168.0

2 1573.3 112699.9

3 20729 189029.0

4 2076.479 189298.8

5 2076.4770492 189298.12802

6

2076.47704933320  189298.128042526

6.1. tablazat: A v(o) = vy + v20” + v40” + - -+ + vgo® korrekciok pertur-
bativ egyiitthatoinak szignifikins jegyei, a figyelembe vett palyak hosszanak
fliggvényében. Minden egyiitthato szuper-exponencidlisan konvergal.

ték perturbativ korrekcidira kapott eredményeket foglalja 6ssze. Mind a kum-
mulénsok, mind a sajatérték korrekciok szuper-exponenciélis konvergenciat
mutatnak a figyelembe vett maximaélis palyahossz fiiggvényében. (Szuper-
exponencialis alatt olyan fiiggvényeket értiink, melyek logaritmikus skalan
abrazolva gyorsabban csokkennek mint egy linearis fiiggvény). Determinisz-
tikus esetre méar bizonyitott a vy sajatérték szuper-exponencialis konvergen-
cidja [Rugh 1992|, azonban a bizonyitas zajos evolicids operatorok esetére
még nincs kiterjesztve. Lathaté modon a sajatérték korrekciok egy aszimp-
totikus sorozatot alkotnak. Adott o érték mellett a sajatértéket megado
sorban a divergens magas rendii v,,-ek miatt a v,,0™ tagok egy bizonyos (a
o értékétdl fiiggs) m-ig csokkennek, majd tjra novekedni kezdenek. Ilyen ese-
tekben a legjobb eredményt gy kaphatjuk, hogy ha megallunk az 6sszegzés-
ben a legkisebb abszolut értékd tagnal.

Tobbek kozott azért is esett valasztasunk a formalizmus tesztelésekor
erre az egyszer( rendszerre, mert itt abban a szerencsés helyzetben vagyunk,
hogy a szokési ratat (mely az evoliciés operator legnagyobb sajatértékével
azonos) tetszéleges o zajer&sség mellett egyéb numerikus modszerekkel is
meglehetGsen nagy pontossagig meg lehet hatarozni. Egyik lehetGség példaul
a magfiiggvény diszkretizalasa egy térracson, és a vezets sajatérték numerikus
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6.3. abra: A numerikus diszkretizaciobol- és a perturbativ sorfejtésbél kapott
sajatértékek kiilonbségének abszolut értéke |v(o)—v(m, 0)| a o fiiggvényében.
A 1077-nél lathat6é platot a numerikus diszkretizaci6é limitalt pontossiga
okozza.

meghatéarozasa [Cvitanovi¢, Dettmann, Mainieri,Vattay 1998|.

A 6.3. &abra a perturbativ eredmények és a numerikus diszkretizacio
eredménye kozti differencia abszolat értékét mutatja. Lathato, hogy a per-
turbativ kozelités egyre javul, ahogy o-ban egyre magasabb rendii tagokat
vesziink figyelembe.

6.4. Az operator nyomanak korrekcioi

Lattuk az el6z6 alfejezetben, hogy L£™ nyoméanak illetve £ vezets sajatértékeé-
nek zajkorrekcioi aszimptotikus sort alkotnak. Ezért érdekes lehet szamunkra,
hogy még messzebb toljuk ki a meghatarozhat6é korrekciok rendjét, azért
hogy megvizsgaljuk az igazdn magas rendd korrekcidk viselkedését. Ebben
az alfejezetben a legegyszertibb esetre, az operator nyoménak zajkorrekcidira
koncentralunk. Els6ként bemutatunk egy, a komplex fliggvénytan reziduum
tételén alapuld modszert, melynek segitségével akar ¢’ rendd korrekciokat
is lehet szdmitani TrL-hez. Ezek utén ratériink a korrekciok aszimptotikus
viselkedésének vizsgilatara, szintén a komplex fliggvénytanban ismert nye-
regpont modszer segitségével.
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6.4.1. A trace kiszamitasa a reziduumtétellel

A (6.26-6.28) egyenletek alapjan az evolucios operator nyomat az alabbi for-
maban lehet megadni:

el = / 2> ago™ 5N (z — f(2)). (6.62)

N=0

A delta-fiiggvényt kifejtve:

1 1 1 1 1
d(z) = lim —Im — = lim — < — — : ) ) (6.63)
e~0T xr —1€ e—=02m \x —1€ T+ i€

és visszahelyettesitve (6.62)-be:

. > (2N)!a/2NO-2N / 1
T = 1 -
Tl E%NZ_:O omi ) =i

- [ Ry

Az (6.64)-ben szerepld integral polusai kozel vannak a determinisztikus leké-
pezés fixpontjaihoz. A fixpontokat a kovetkez6 egyenlettel definialhatjuk:

i H} . (6.64)

¥ — f(z*) =0. (6.65)

A negyedrendii f(z) leképezésiinknek a komplex sikon négy fixpontja van.
Ketts koziiliik a valos tengelyen talalhato, ezek a 6.1 alfejezetben mar be-
mutatott 0 és 1 fixpontok. A maésik két fixpont pedig egy komplex-konjugélt
part alkot. Vizsgaljuk meg kozelebbrél a (6.64) egyenletben azt az integralt,
melynél a nevez6ben —ie szerepel. Itt az xy-nal a poélus a negativ imag-
inarius félsikba mozdul el, mig az z;-nél levg poélus a pozitiv félsikba huzodik
fel. A (6.64) masik integraljanal ellentétes irdnyban mozdulnak el a polusok.
Ezeket az integralokat komplex konturintegral modszerrel szamitjuk ki. A
valasztott kontir a 6.4. dbran lathato. A —ie-t tartalmazoé integral az x = 0-
nal 1évé fixpontbdl vesz fel jarulékot, a méasik integral pedig az x;-el jelolt
fixpontbol. Mindkett6hoz ad jarulékot a komplex fixpont is, de ez a két tag
kiejti egymast az ¢ — 0 hataresetben. Végiil az integralas végeredménye:

L = — Z % [ResFn(zo) — ResFy(z1)], (6.66)

n=0
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Im(x)

o=<¢=0

Re(x)

6.4. abra: A valasztott kontir és a polusok elmozdulésa.

ahol

1
(@ — f(z))m+t

Ezzel a modszerrel tovabbi korrekciokat szamitottunk ki az operator nyo-
méahoz a 0 és az 1 szimbolumu palyakra a Mathematica program segitségével,
0™ rendig. Ez a modszer igazolta a korabbi eredményeket minden ismert
tizedesjegyig. A 0 palya minden korrekcidja pozitiv elgjeltinek adédott,
mig az 1 palya korrekcidinak elGjelében oszcillacié mutatkozott. Mind a
két sorozat aszimptotikus jellegi volt.

Fy(z) = (6.67)

6.4.2. Magasabb rendi zajkorrekcidk

Ahogy emlitettiik, a reziduum modszerrel 0° rendig sikeriilt eljutni az evoli-
ci6s operator nyomanak meghatarozisaban, most bemutatjuk miként lehet az
ennél még magasabb rendii korrekcidkat nagy N értékekre aszimptotikusan
kiszamitani .

Elgszor alakitsuk 4t a (6.64) integralokat az alabbiak szerint, :

2N)! 2N 1
Iy = M%dm . =
27i (x — f(x) Fie)?N+1
2N
(QN)!ZM{VO %dme((2N+1) log(z— f(z)¥ic)) (6.68)
i
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6.5. dbra: Az |r — f(z)| szintvonalai. A sotét korok a fixpontokat jeldlik,
az iires korok meg a nyeregpontokat. A vastag vonalak a legnagyobb esésti
kontirok mentén hizédnak.

Az N-et mint nagy paramétert hasznalva, az integralokat most a nyeregpont
modszerrel hatéarozzuk meg. A kezdeti (fixpontokra koncentralt) Cy és C;
kontirokat addig deforméljuk, mig elérjiik a nyeregpontokon &thaladé leg-
nagyobb esésii kontirokat, ahogy ezt a 6.5. dbra mutatja.

A legnagyobb esésii kontirok athaladnak a nyeregpontokon, melyeket a
kovetkez6 egyenlet definial:

1— f'(zs) -0
Ts — f(xs) + i€ ’
— fl(z,) = 1. (6.69)

d .
% log(xs - f(xs) + 7'6)

A legfontosabb jarulékot a nyeregpontok kornyezete adja az integralokhoz,
ezeket hatarozzuk meg most. Az altalunk hasznalt leképezésnek harom nye-
regpontja van, egy valos és egy komplex-konjugalt par. A 0 pilya esetén az
integréalas a Py kontiiron megy végig (6.5. abra), ezért itt csak a valos tenge-
lyen 1év6 nyeregpont ad jarulékot. Vezets rendben az I3-ra a kovetkezSket
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kapjuk:

oo (2N)!02N€—(2N+1)logm—f(ws))\/ m(zs — f(z))
N (

2NN ON + 1) f"(zy)
o?NoNT(N +1/2) (6.70)
2m(x, — f(2,))"N 2N +172)(w, — f(,) " (w,)
Az egyszeriibb jelolés kedvéért definidljuk a kovetkezd allandokat:
1
CO = s (671)
2m\/2(zs — f (@) f"(w5))
2
bp = ————— 6.72
" T e f@P (072
melyek segitségével az eredmény az
INpNT(N +1/2
1 =, LV +1/2) (6.73)

N+1/2

alakot olti.

A 6.6. abran az egyméast kovet6 Ioy.i/Ion tagok ardnyat mutatjuk,
Osszevetve az egzakt reziduum szamitas és az imént vazolt nyeregpont ko-
zelités eredményét. Az abra alapjan kijelenthetjiik, hogy valoban a valos
tengelyen 1év nyeregpont jaruléka iranyitja a viselkedést vezetd rendben.

Az 1 pélya esetén mindharom nyergpont relevans, mert az eredeti C; kon-
tar a Py, P1 és Ps konturokba deformalodik &t (6.5. abra). Minthogy egy
valos tengelyen értelmezett fiiggvény analitikus folyatatésaval allunk szem-
ben, a két komplex nyeregpont jaruléka egymas komplex konjugaltja. A valos
nyeregpontnal latottakhoz hasonlbéan itt is bevezetiink C',b; konstansokat,
melyek ezittal komplex szamok. FEzek segitségével a komplex nyeregpontok
jarulékat I'-hez az alabbi formaban ifrhatjuk fel:

T(N +1/2) T(N +1/2)

by + CF ()] =
N+1/2[11 )" N1/

[rg™ cos(N¢ — a)] . (6.74)
(A C1, by konstansokboél kénnyii az r,q, ¢ és a allandokat kiszamitani.) Az
1 palyanal a végeredményhez a valos tengelyen 1év6 nyeregpont jarulékat is
figyelembe kell venni :

Iy = LIV +1/2) [Cobl + r¢™ cos(N¢ — a)] . (6.75)

NN +1/2
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ratio so

8o [ - B

70 | = -

6o [ B

s0 [ = B

a0 |- = -

30 [ = B

20 [ B

10 |- = -

o Le

6.6. abra: Az ?:—N“ zajkorrekciok az N fiiggvényében a 0 palya esetén.

Megjegyezziik, hogy ugyanezek a szdmitésok elvégezhetGek nem Gauss-
zaj esetén is. A végeredményben egy szorzofaktor eltérés lenne, mely a
kérdéses eloszlas Gauss-eloszlastol eltérd momentumai miatt adodik.

Végiil a TrL korrekciéihoz mind a 0 mind a 1 palya jaruléka sziikséges,
igy mindharom nyeregpontra 0sszegezni kell:

TL = ) (TrL)yo (6.76)
N=0

(TrL)y = Z ”N;]é\%l/” (6.77)
1 =TV +1/2)
2m Zl N +1/2 /2(zs — f(@:)) " () (@5 — f(z,))?N

2N

A 6.7. abran az egymast kovets Ioy.1/lon tagok aranyat mutatjuk az
1 palyara, mely bonyolultabb viselkedést mutat mint a 0 palyahoz tartozo
gorbe. Ez a dominins komplex nyeregpontoknak koszonhets, melyek egy
fazis jarulékot is adnak. A 6.8. abran az egzakt reziduum modszerhez képest
a nyeregpont modszer eredményeinek relativ hibdja van feltiintetve. Lathato,
hogy az eredmények a magasabb rendek felé egyre javulnak.
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6.7. dbra: Az 12112\,_;2 zajkorrekciok az n fiiggvényében az 1 palya esetén.

6.5. Altalanositas tetszdleges rendekre

Ebben az alfejezetben kiterjesztjiik az el6z6 alfejezetben bemutatott elméletet
az operator n-ik hatvanyanak zajkorrekcidira. ElGszor definidlunk egy két-
dimenziés rendszert, mely magaban foglalja az eddig vizsgalt egydimenzios
rendszert, és definidljuk ezen rendszer periodikus palyait, melyeket ezentil
zajos periodikus palyaknak neveziink. Ezek utan az evolicidés operator egy
rendd zajkorrekcidit aszimptotikusan egy olyan formulaval lehet kozeliteni,
mely emlékeztet egy trace formuléra.

6.5.1. Analégia a kvantummechanikaval

A soronkdvetkezs szdmitasok mélyebb megértése céljabol ebben az alfejezetben
bemutatjuk a kvantummechanika illetve a zajos leképzések kozti analogiat.

Felirhatjuk az evoluciés operator n-ik hatvanyanak nyomat:

1
TrL" = 7/dx1dx2...dxnea52, (6.78)
(V2mo)™
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log(relativeerror)
6.8. abra: A relativ hiba logaritmusa az 1 péalya esetén.

ahol bevezettiik az

S = 53w - f@) (6.79)
(6.80)

jelolést.

A (6.78) kifejezés nagyon hasonl6 a kvantummechanikiban kapott (1.54)
Feynman propagator nyomahoz. Az (1.55) Feynman-féle palya menti hatés-
nak az (6.79) egyenlettel definidlt S feleltethet6 meg. A kiilonbség abban
van, hogy a kvantummechanikai imaginéarius i/h faktornak a zajos esetben
a valos —0—12 faktor felel meg. Emiatt zajos esetben valés integralok jelen-
nek meg a kvantumos komplex és oszcillalo integralok helyett. Bar matem-
atikailag a két probléma teljesen anal6g médon kezelhets, a nyeregpont mod-
szer felhasznalasaval a zajos esetben keletkezs o2 hatvanyait tartalmazé asz-
imptotikus sorok Gsszegzése és kezelése sokkal egyszertibb, mint a formalisan
ugyanolyan A hatvanyait tartalmazo6 aszimptotikus soroké. Lényegében kony-
nyebb kezelhet@ségiik miatt vizsgaljuk a zajos rendszereket és bizunk benne,
hogy a vizsgalatuk sordn nyert médszerek hasznalhatok lesznek a kvantum-
mechanikaban is.

A (6.79) egyenlet alapjan a legkisebb hatas elve megkoveteli, hogy

zj — f(zj1) — f'(z5) (@i — f(x5)) = 0. (6.81)
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Definidlunk egy, a klasszikus implulzusnak megfeleltethet§ mennyiséget:

b i=x; — f(.Tj_l). (682)

Igy a (6.81) egyenlet alapjan a kdvetkez$ egyenletrendszerre jutunk:

zir1 = [f(z;) +pj1, (6.83)
_ P

melyek a klasszikus mozgés Hamilton-egyenleteihez hasonl6 egyenletek.

Itt érdemes megjegyezni, hogy a klasszikus mechanikival ilyen moédon
fennallo kapcsolat kimutatéasa Graham és Tél [Graham, Tél 1984] nevéhez
fiiz6dik, akik a klasszikus hatassal analog (6.80) mennyiséget nem-egyensilyi
potencidlnak nevezték el. A nem-egyensilyi potencial és a bel6le szarmaz-
tatott (6.83) és (6.84) egyenleteket kiterjedten vizsgaltak a nyolcvanas évek
végén |Bene, Szépfalusy 1988|, és hasznosnak bizonyultak gyenge zajjal per-
turbalt kiilonos attraktorok és repellorok tulajdonsagainak feltarasaban is
|Graham, Hamm, Tél 1991], melynek jo Osszefoglalasa taldlhaté [Graham,
Hamm 1992]-ben.

A rendszeriink zajos periodikus palyai azon pélydk, melyek kielégitik
ezeket az egyenleteket, tovabba z,.1 = =1, pp11 = p1. Kés6bb latni fogjuk,
hogy a TrL" magas rendii zajkorrekcidinak aszimptotikus viselkedését azon
zajos periodikus palydk fogjak kontrolalni, melyeknek nem zérus az impul-
zusuk. Ha p; = 0, akkor (6.83) atmegy az (6.1) egyenletbe, és p, is nulla
lesz. Ekkor visszakapjuk az eredetileg definialt egydimenzios leképezést. A
nulla impulzusi zajos periodikus palyak ezért a (6.10) és (6.11) egyenletekkel
definialt hagyoményos periodikus palyaknak felelnek meg. Mind a nem nulla
impulzusi zajos periodikus palyak, mind a hagyoményos médon definilt pe-
riodikus pélyadk a komplex sikon a névekvé palyahosszal egy-egy burjanzo,
fraktalszert képz6dményt hoznak létre, amint az a 6.9. abran lathato.

6.5.2. Az evoliciés operator Fourier reprezentacidja

A zajos evolicios operatornak felirhaté egy olyan integral (Fourier) reprezen-
tacioja is, ami a kés6bbi szdmitasainkhoz elengedhetetlen:

1 (y—f(2))* 1 o2k2 .
Liw,y) = —F=c S = 5= | dke IO, (6.85)
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6.9. Abra: Az eredeti és a zajos periodikus palyak, n = 1,2 palyahosszra. A
négyzetek az eredeti periodikus pélyakat jelolik, a pottyok az zajos palyakat;
a nagy szimbo6lumok az egy hosszusagu palyakat jelolik, kis szimbdélumok a
ketts hosszisaguakat.

Ennek segitségével az n-ik hatvany nyoma:

TrL" = 21) / dkrdane % i 1y Ky (e S (@) (6.86)
m n

~—~~

melyet atirva:

Trﬁ”— dk™ | dp™J(p)e” % i K TR kit (6.87)

ahol J(p) = D(x) / D ) a Jacobi-matrixot jeloli. Felhasznalva, hogy

1 S
/dk”e’zF1 kiPi = H(S(pj), (6.88)
=1

(2m)"

a (6.87) kifejezést az alabbi elegéns forméba irhatjuk:

TeL" = /dp"J(p)eo2A Hé(pj) =e?7%J(p) pico’ (6.89)
=1 i
ahol A a Laplace-operator:
0? 0? 0?
A= _—"_ —. 6.90
(9 7 + P2 a5+t o2 ( )



6.5.3. A trace formula korrekciéinak trace formulaja

A (6.89) zajszélesség paraméter szerinti Taylor-kifejtését vizsgaljuk:

TrL = ) (TrL™)y oY, (6.91)
N=0
1 AN

Ha részletesen kiirjuk a fenti egyenletben szereplé Laplace-operator N-ik
hatvanyét:

S N O
N _
A= Z ]1'] ! apfjl 8p2jn 5N’EZ=1 Jk? (693)
jla"'ajn:O n: n

ahol d;; a Kronecker-deltat jeloli. Az alabbi multidimenziés reziduum for-
mula, melyet [Bochner, Martin 1948]-bol vettiink, nagy hasznunkra lesz (6.93)
atalakitasanal:

gtk £)d&;...d

- fn(k = )t d . (6.94)
021" ...0z, 27rz o (61— 21) "1+1 (& — zp)m Tt
Ezt beirva (6.93)-ba és (6.92)-be az alabbi kifejezést kapjuk:
(L% = (2mi) ”2N Z " Jn !
Jiseensjn=0
dpl dpn

X0y k=1 Jk j{ j{ 2]1+1 2]n+1 (6.95)

A kontuarok a p; = 0 pontok koriil futnak. Ha visszatranszformaljuk az integ-
ralokat az eredeti z; valtozok szerinti integrélokké, akkor a konttrok igy az
eredeti (a (6.10) és (6.11) egyenletek altal definialt) periodikus péalyak koriil
fognak futni, hiszen ezek a palyak teljesitik a p; = 0 feltételeket. Levezeté-
siinkben a tovabbiakban az aszimptotikus (nagy N) hatéaresetet vizsgaljuk.
A (6.95)-ben szerepls Osszegzéseket integralokkal fogjuk helyettesiteni, majd
az integralasokat a nyeregpont modszerrel fogjuk elvégezni. Els6 1épésként a
faktorilisokat a Stirling-formuléval [Abramowitz, Stegun 1972| kozelitjiik:

. 24y, \ 29k -
(2]k)! ~ ( ek) VAT — 22jk+1/2jl-zk€_jk — 91/2p2(In2)j)+jx In jx—ji

TR . (6.96)
N O
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T sz

egyenlet a kovetkezd format oOlti:

n 25_
(TrL™) Griyan ar Z / dt ]f 7{ dzy...dz,

J1yee-5jn=0

Xexp[th Z]k +(2In2-1) Z]k+2]kln]k

k=1

+ Z In(zg — f(zr-1)) (25 + 1)

k=1

(6.97)

Az y, = Jﬁk 1j valtozokkal az aszimptotikus (nagy V) hataresetben az yx-k
szerinti Osszegzéseket y-szerinti integralokkal kozelitve:

(TrL™), =~ 27_NNR/ d /d /dt?{ fd d
r N — 273" Yi-- Yn Z1...0Tn

X exp [zt N—NZyk )+ N(2In2-1) Zyk

k=1 k=1

+N> yeIn(Ny) + Y In(zg — f(2p-1)) 2Ny + 1)
k=1 k=1

(6.98)

Az yi-k szerinti integralokat a nyeregpont modszerrel végezziik el, melynek
eredménye:

(TrL") 2 /dt% fdxl dz, etV TE)=5  (6.90)

27T 2427

(I)

Kovetkez6 lépésként a t valtozo szerinti integralnal is alkalmazzuk a nyereg-
pont kozelitést, mely a

n—1

n N2 (2N)! —(N+2)10g(5)
(TrL)y = s R / dg"e~ (NV+5)log (6.100)

formulat eredményezi. Az utolsé 1épés, ami még hatra van, az z,-k szerinti
konturintegralok elvégzése. A szokott mdédon deformaljuk a kontirokat, mig
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az integralasi ttvonalak 4t nem haladnak a nyeregpontokon a legnagyobb
esést kontirok mentén. A nyeregpontokat a kovetkezs egyenlet definiélja:

& 55— F30) — (@ — FENE] =0, (6.101)

Ha 6sszehasonlitjuk az (6.101) és a (6.81) egyenleteket, vilagossa valik, hogy
minden nyeregpont egyben a rendszeriink egy zajos periodikus palyajais. Az
integralasi kontirok eredetileg a nulla impulzust palyak koriil futottak, ezért
ezeket a palydkat nem kell most mint nyeregpontokat figyelembe venni. A
nyeregpont kozelitésnél felbukkané masodik derivalt matrix:

ny 1
— (N —) ~D2s, 6.102
(v + 2) 3 (6.102)
ahol D%S az S masodik derivaltjat jeloli:
0%S
D? = . 6.103

Ezzel a masodik derivalt matrixszal lett volna dolgunk, ha rogtén a (6.78)
kifejezést probaltuk volna nyeregpont modszerrel atalakitani. A (6.100) egyen-
letben most atalakitjuk a prefaktort a Stirling-formula segitségével, és igy a
nyeregpont integralas végerdményére a

N5 I(N+1) SV
TrL™)y ~ - 22 P
( I sz_p; 270 (N +12)2 /detD?S5,

kifejezést nyerjiik. Az n = 1 esetben ez visszaadja az 6.4.2 alfejezetben
levezetett (6.77) képletiinket.

Az imént megismert D%S métrix és a zajos periodikus palyék stabilitasi
matrixa kozott szoros Osszefiiggés van. Ez utobbi a kovetkezd formaban
adhat6 meg:

(6.104)

T = Ji-Jy-Jge I, (6.105)
" 1
el @)

Amint az direkt szamitassal belathato, D2S a stabilitasi matrixszal az alabbi
modon fejezhetd ki :

detD?S, = det(J, — 1). (6.107)
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6.10. abra: A (TrL?)y-re a (6.104)-b6l kapott eredmény és a numerikus in-
tegralasbol kapott eredmény aranya.

Ezt a (6.104)-be helyettesitve a

N I'(N + 3
(v g)

(TrL™)w = Z Z < (6.108)

kifejezést kapjuk, ahol az Osszegzés azokon a zajos periodikus palyakon fut
végig, melyeknek nem nulla az impulzusa. Ez a kifejezés teljesen analog egy
trace formuléval.

Végezetiil ratériink eredményeink numerikus ellenérzésére. A 6.4.1 alfe-
jezetben kifejlesztettiink egy konturintegral modszert az operator nyoméanak
kiszamitasira, és megmutattuk, hogy azzal j6l egyezik formulank n = 1-re.
Most tovabblépve, numerikusan fogjuk meghatarozni az £? nyomanak ma-
gas rendi korrekcioit. A (6.95) egyenletbdl indulunk ki oly médon, hogy a p
szerinti integralokat visszatranszformaljuk x szerinti integralokka:

1 - (2J1) (27))!
(2mi)"2 P j1! Jn!
N (21— F@a)) (g — [ o)

(6.109)
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A (6.95) egyenletnél a konttrok a p; = 0 pontok koriil futottak, ezért a fenti
kifejezésben a konturok a rendszer eredeti, a (6.10) és (6.11) altal definialt,
periodikus palyai koriil futnak. Ezeket a kontiurintegralokat végeztiik el nu-
merikusan. A 6.10. dbra a (TrL?)y-re a (6.104) illetve az imént vazolt eljaras
alapjan kapott eredmények aranyat mutatja, az N fiiggvényében.

Osszefoglalas

Ebben a fejezetben egydimenzios zajos leképezések L evoliciés operatora-
nak zajkorrekcioit vizsgaltuk. Az operator métrix reprezentaciéjanak segit-
ségével nyolcadrend perturbativ korrekciokat szamitottunk ki mind a szokési
ratahoz, mind TrL™-hez. Kifejlesztettiink egy reziduum szamitason alapuld
modszert, melynek segitségével akir a hetvened rendi korrekcidkat is meg
lehet hatarozni TrL-hez. Megadtunk egy kozelité formulat is TrL magas
rendd korrekcidinak aszimptotikus viselkedésére, mely jol egyezik az egzakt
eredményekkel. Ezt a formulat azutan altalanositottuk TrL™ esetére is, és
megmutattuk, hogy az aszimptotikus tartomanyban a zajkorrekcidkat egy
olyan kifejezéssel lehet kozeliteni, mely analég egy trace formuléval.
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7. Fejezet

A kvaziklasszikus operator

A klasszikus mechanikdban bevezetett (1.44) spektraldeterminans egzakt,
mig a szemiklasszikus (1.75) sepktraldeterminénst a nyeregpont kozelités-
sel vezettiik le a kvantummechanikabol, és ennek megfelelGen az nem egzakt.
Ezért azt varjuk, hogy a bel6le szarmaztatott energiaszintek vagy rezonanciék
eltérnek a pontos kvantummechanikai megfelelikt6l. Azt gondolhatnank,
hogy ez pusztan abbél ered, hogy a A vezet6 rendjében érvényes formula nem
tudja reprodukalni azokat a kvantum jelenségeket — mint példaul a diffrakciot
—amelyek A magasabb rendjeihez kapcsolédnak. Azonban a helyzet nem ilyen
egyszerti. A szemiklasszikus determinans gyakorlati felhasznalasakor ugya-
nis altalaban csak véges szamu periodikus pélyat hasznalhatunk fel, fontos
hogy a (1.75) kiszamitasara a palyak hosszéaval kell§ gyorsasaggal konvergalo
modszer alljon rendelkezésre. Konkrétan, az (1.79) kummulans sorfejtés tag-
jainak kell gyorsan konvergalniuk. Mint a bevezetében mar utaltunk ra,
mig az (1.44) klasszikus spektraldeterminans (1.46) kummulans kifejtésének
egyiitthatoi szuper-exponencialis (|Qx| ~ e ", a > 1) médon konvergal-
nak, addig az (1.79) szemiklasszikus kummulansok konvergenciajat csak ex-
ponencidlisan gyorsnak (|Qg| ~ e ) talaltdk |Eckhardt, Russberg 1992],
|Cvitanovi¢, Rosenqvist 1992| a harom diszk rendszer esetén. Az exponen-
cidlisan és a szuper-exponenciélisan konvergal6 kummulansok kozti kiilonbség
az, hogy mig a szuper-exponencidlis esetben az f(z) = 14+ > o, Qk(E)z*
Osszeggel definidlt fiiggvény minden véges z érték esetén abszolut konvergens
és holomorf, addig az exponenciédlisan konvergens esetben az abszolut kon-
vergencia csak egy véges (|z| < e°) konvergencia sugaron beliil all fenn, és
f(z) meromorf.

A z = 1 értéknek, ahol a szamitasokat végezziik, bele kell esnie az ab-
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szolut konvergencia tartomanyaba, méskiilénben nagy nehézségekkel néziink
szembe. Az abszolit konvergencia hidnyanak gyakorlati kovetkezményét egy
példan szemléltethetjiik. ElegendGen nagy (k > k*) index esetén helyettesit-
siik az exponencialisan konvergalo kummulansokat aszimptotikus Qx(E) =~
Coq*(F) alakjukkal. Ekkor a kummulénsok sszege a konvergencia tartomé-
nyon beliil

o0

k*
f(z) =1+ ZQk(E)zk ~1+ ZQk(E)zk + Cy
k=1

k=1

K
GBS
1 —zq(E)

azaz a fliggvénynek polusa lesz a konvergencia hatar kozelében. A gyakorlati
szamitasok sordn mindig a z = 1 helyettesitést kell elvégezni. A polus helye
ilyenkor nem a z sikon, hanem a komplex energia sik, ¢(F) = 1/z = 1 egyen-
lettel meghatéarozott helyein lép fel. A gyakorlatban a végtelen szummaézas
helyett (7.1)-et csak egy adott kp.q-ig végezziik. Ilyenkor a polus helyett egy
olyan geometriai sor 0sszeget kapunk:

kma:c

1+ ) Qu(E)F =1+ i@k(E)Zk 40 (2q(E))* (1 = (2q(E))kmes—k"+1)

1—2q(E) ’
(7.2)

melynek nincs polusa a ¢(E) = 1/z helyen, azonban a polus helyett nagy

kmae esetén rendkiviil sok "latszolagos" (hamis) zérdhely jelentkezik az

1= (zq(E))fme=="*1 ~ 0

megoldasainél a g;(E) = 2™/ (kmaz=k"+1) /5 5 = 1,2, ..., kypaz—k*+1 helyeken.
A komplex energia sikon k,,,, névelésével a hamis zérok akkumulalédnak a
lq(E)| = 1-gyel meghatarozott gérbék mentén.

A harom diszk esetén meg is lehet figyelni ezeket a hamis zérokat [Eck-
hardt, Russberg 1992|, [Cvitanovi¢, Rosenqvist 1992|, [Cvitanovié, Rosen-
qvist, Vattay, Rugh 1993|, melyek a komplex sikon az Imk ~ —1 vonal alatt
akkumulalédnak. A hamis zérok megtaldlasa utdn intenziv elméleti munka
kezd6dott annak érdekében, hogy feltarjak mi is a pontos oka ennek a jelen-
ségnek, hogyan lehet ezt a problémat matematikailag kezelni, és hogy van-e
valami elvi fizikai oka a poélusoknak. A megoldas felé vezets fontos lépés
volt, hogy Rugh [Rugh 1992| bebizonyitotta, hogy megfeleléen erds kaoti-
citdst mutat6é un. Axiom-A [Smale 1965, Bowen 1975] rendszerek (melyek
kozé a klasszikus harom diszk rendszer is tartozik a standard R:a =6:1
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7.1. dbra: A harom diszk rendszer (R : a = 6 : 1) spektraldetermininsé-
nak zérus helyei a komplex hulldmszam sikon, az els6é nyolc kummulans fel-
hasznalasaval (0 = 1+ Y¢_, Qx(E)). Jol lathato, hogy az Imk ~ —1 vonal
kornyékén sok latszolagos zérushely 1ép fel, melyekhez nem tartozik igazi re-
zonancia. Tovabbi kummulinsok figyelembe vétele esetén még tobb hamis
zér6 halmozodik fel ezen a kornyéken |Cvitanovié, Vattay, Wirzba 1997|.

paraméterek mellett) esetén az
L'(a',z) = eV 5(a" — f'(x)) (7.3)

tipust klasszikus evolicios operatorokhoz tartozo spektraldeterminans holo-
morf, abban az esetben, ha a V@ sily multiplikativ a palya mentén:

W@t) — eW(ftl(w),tftl)eW(w,tl)‘
(Ez azt is jelenti, hogy W kielégiti a W (x,t) = W(f" (z),t — t1) + W(x,t1)
additivitdsi feltételt tetszGleges t; és z mellett.) A multiplicitasi feltétel biz-

tositja azt, hogy a (7.3) operatorok félcsoportot alkossanak, és kielégitsék a
szokasos kompozicios szabalyt:

chal,z) = / gL (2, y) L0 (y, 7). (7.4)
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Koénnyen belathato, hogy az (1.24)-ben bevezetett (7.3) tipusii operatorban
felléps e” Jo drA(f™ (@) sily teljesiti a multiplicitasi feltételt. A fizikus szamara
a Rugh altal bizonyitott tétel a gyakorlatban azt jelenti, hogy amennyiben
talalunk egy olyan (7.3) tipusu klasszikus operatort, ami kielégiti a szokasos
operator kompoziciés szabalyt, azaz tényleg a fizikAban megszokott értelem-
ben idé&fejleszté operatornak nevezhetjiik, akkor Axiom-A rendszerek esetén
a spektraldeterminans holomorf lesz, és kiszamitasakor nem lépnek fel hamis
zérok.

A (7.3) operatorhoz tartozo (1.45)-el analog spektraldeterminans a kovet-
kez6 alaku:

2T er sy
Zw (s, 2) —exp( ZZ  Tdet( 1—Jr)|) (7.5)

ahol W, = W(z,,T,) a periodikus palyara kiszamitott sily értéke. A szemi-
klasszikus szamitasok esetén fellépé hamis zérok kivédésére elegendd volna,
ha az (1.77) szemiklasszikus spektraldeterminans kiszamitasa visszavezethe-
t6 volna klasszikus operatorok spektraldeterminansanak kiszamitasira. Az
(1.77) és konkrétan a harom diszk probléma esetén relevins kétdimenzids
esetben érvényes (1.80) spektaldeterminans alakjanak részletes vizsgalata
[Cvitanovi¢, Rosenqvist, Vattay, Rugh 1993] arra vezet, hogy olyan sulyt kell
talalnunk, amely a periodikus palyan kiszamitva visszaadja a szemiklasszikus
spektraldeterminansokban felleps |A,|'/? faktort, ahol A, a J, Jacobi méatrix
sajatértéke. Azonban ennek a feltételnek a teljesitése nem konnyi. Ugya-
nis, mig egy klasszikus palya szakaszaihoz tartozé Jacobi stabilitasi matrixok
multiplikativak, azaz J,, = J,J, egy palya egymést kovets a és b szegmen-
seire, addig a Jacobi matrix sajatértékei nem multiplikativak A,y # AgAp.
Igy példaul, ha egy

Li(a',2) = [N ()6 (2" — f'(x)) (7.6)

alaki operdtort probalunk definialni, ahol A’(z) a stabilitdsi matrix valame-
lyik sajatértéke, akkor az igy definialt operator nem elégiti ki a (7.4) szabalyt.

Itt érdemes megjegyezni, hogy a Jacobi matrix sajatértékeinek hatva-
nyaival aranyos operatorok fontos szerepet jatszanak a kaotikus rendszerek
termodinamikai formalizmusaban is. A termodinamikai formalizmus esetén
azonban &ltalaban csak az operator legnagyobb sajatértékének a meghaté-
rozésa [Szépfalusy, Tél, Csordas, Kovacs 1987| a cél. Ilyenkor a spektrélde-
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terminans holomorf viselkedését nem kell megkovetelni. Tobbdimenzios eset-
ben ilyen operator definialhato a stabil és instabil sokasagok felhasznalasaval,
melynek szép példajat lathatjuk [Bene 1989]-ben.

A kovetkezd részben [Vattay 1994(2)], [Cvitanovi¢, Vattay 1993] , [Cvi-
tanovié¢, Rosenqvist, Vattay, Rugh 1993|, [Pollner, Vattay 1996| és [Cvita-
novi¢, Vattay, Wirzba 1997| alapjan megmutatjuk, hogy hogyan talalhato
olyan multiplikativ klasszikus evoliciés operator, amely lehet6vé teszi a sze-
miklasszikus szamitasokat olyan tartomanyokon is, ahol az (1.79) Gutzwiller-
Voros spektraldetermindns mar nem abszolat konvergens.

7.1. Idéfejlédés az érintétérben

Belathato, hogy kizarolag a fazistér valtozoinak hasznélataval nem definial-
haté olyan silyfiiggvény, amely a periodikus palydkhoz a Jacobi métrix
valamelyik sajatértékét rendeli. A megoldast az jelenti, ha dinamikai rendszer
idéfejlodését kiegészitjiik a dinamikai rendszer érintGterében folyé dinamiké-
val, és a kettGt egy kiterjesztett rendszerként kezeljiik, amihez az Gtletet a
Ljapunov exponens szamitasanak egyik bevett modszere |[Bennettin, Galgani,
Strelcyn 1980| szolgaltatja.

Vegyiink a dinamikai rendszer M fazisterében egy x, kezdGpontot, és
egy a fazistér T M,, érintSterébe tartozé £(0) vektort és tekintsiik ezek
idofejlédését. Az (x,€) par idéfejlddését az ismert Gn. variacios egyenletek
[Arnold 1978|: ‘

& ="F(z), &=DF(z)¢

adjak meg, ahol DF(z) a differencidlegyenlet jobb oldalanak derivalt méatrixa.
Az egyenletek megoldéasa:

z(t) = fH(zo), &(t) = T'(x0) - o, (7.7)

ahol a & érintGtérbeli vektort a J*(zy) = 0z(t)/dx¢ Jacobi matrix fejleszti
idében.

Mint emlitettiik, a Jacobi matrix sajatértékei nem multiplikativak, azon-
ban az érintStérbeli vektor novekedési rataja mar az:

€E+ 9] _ [€E+1)[ 1E()]
1€(0)] €@ €)1

Hossz id6 utan az érintGvektor |£(¢)|/|£(0)| n6vekedési rataja a Jacobi méatrix
legnagyobb sajatértékével ardnyosan névekszik.

(7.8)
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Az érint6évektort célszeri minden idépontban felbontani egy egységvek-
tor és a vektor hosszanak szorzatara. Ezt ugy tessziik meg, hogy el6szor
bevezetiink egy g vektor-skalar fiiggvényt, amely minden pozitiv és negativ
valos ¢ szam esetén kielégiti a g(c€) = cg(€) egyenletet, és a tovabbiakban
elGjeles normafiiggvénynek nevezziik. Az elGjeles normafiiggvényre egy példa
az a fiiggvény, amely minden vektorhoz annak d-edik komponensét rendeli:

&
&2

€4

Ennek segitségével a vektort minden pillanatban egy el§jeles norma és egy
egységvektor szorzataként irjuk:

£(t) = Au(t),
ahol u(t) = £(t)/g(&(t)), és A* = g(£(t)). Ezutan bevezetjiik a kovetkezs
definiciéval a nyujtasi faktort:

A'(zo,10) = g(&(t)) = 9(I"(20) - uo), (7.10)
ami aranyos a (7.8)-ban bevezetett novekedési rataval. A nyujtasi faktor
multiplikativ a palya mentén:

A" (g, wg) = A (z(t), u(t)) A*(wo, up)-

Az egységvektorok idébeli fejlsdését megado u(t) = R'(xg,up) leképezést a
(7.7) és (7.10) hanyadosabol szamithatjuk ki:
1
At(z,u)
Az érintGtérbeli egységvektorok kozott van egy specialis, ami egy adott x

pontban a differencidlegyenlet vektorterének iranyaba mutat, és u = L’”)f{

g =& (7.9)

u = R'(z,u) = Ji(z) -u. (7.11)

9(F (=)
alakban irhato. Ezek a vektorok idéfejlédésiik soran mindig parhuzamosa

maradnak a differencidlegyenlet jobboldalanak vektorterével. A hozzajuk
tartozo nyujtasi faktorok pedig a t — oo hatérértékben a A'(z,u) — 1
értékhez tartanak. Az érintGteret minden pontban felbonthatjuk a differen-
cidlegyenlet vektorterével parhuzamos vektorra, és az arra merdleges tobbi
vektor altal kifeszitett vektortérre. A (7.11) leképezés ez utobbi teret 6n-
magara képzi le, mivel a differencidlegyenlet vektorterére meréleges egységvek-
torok minden tovabbi idGpillanatban merslegesek maradnak. Jeloljiik E7 M-
el a merdleges érintévektorok terét, és sziikitsiik le a (7.11) dinamikat a tovab-
biakban erre az altérre.
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7.2. Multiplikativ idé6fejlesztd operator

A (7.7), (7.10) és (7.11) egyenletek segitségével mar tudunk megfelel6 multi-
plikativ klasszikus evolicios operatort definialni, amihez olyan silyfiiggvény
tartozik, amely a periodikus péalyadkon kiszamitva a Jacobi matrix sajatértékét
adja. Tekintsiik a kovetkez§ operatort:

d(u’ — R'(z,u))

LH,2'5u, ) = "Dz’ — fi(x)) NPl

(7.12)

ahol h a palya egy additiv fiiggvénye, [ pedig egy paraméter, és u,u’ €
ETM.

Az operédtor nyomat a kovetkezd mindkét valtozo szerinti integrél adja:
Tr Ll = /dxdu L(u, z;u, 7).

Az [ dz integral a (1.29)-(1.35) levezetéshez hasonlé manipulaciok utén a
primitiv periodikus palyakra (p) és repeticioikra (r) vett Gsszeg lesz :

et — T,
TI',Ct = Z Z|dett r )|Ap,1‘a

§(u— RT" (g u))
A = L .1
/gd“ () 0 19

ahol J, a periodikus palya Jacobi méatrixa. Amint most megmutatjuk, A, ,
is kifejezhet6 a p periodikus pélya Jacobi matrixanak sajatértékeivel, és
fiiggetlen a periodikus pélya x, kezd&pontjanak vilasztasatol.

Amennyiben f'(z) egy periodikus palya T peri6dussal, akkor az érinté
sokasdgban taladlunk d periodikus megoldast:

e(z(T+1)) =ei(x(t), i=1,...4d,

melyek a stabilitasi matrix {ei, es, - - - , €4} transzverz sajatvektorai, melyekhez
tartozo (7.10) nyujtasi faktorok a Jacobi matrix sajatértékei:

Jp(IE) e,(:v) =Ap,iez~(:v), 1= 1,...,d.

A (7.13) egyenletben a [ du integrél ezekbdl a periodikus megoldasokbol vesz
fel jarulékokat.
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Most vizsgaljuk meg az i. sajatirdnyhoz tartoz6 megoldas stabilitasat.
Ehhez fejtsiik ki a e; sajatvektortol valo kis eltérést a stabilitasi métrix sajét—

.....

periodusra vonatkoztatva a kévetkezo.

J-du J- e; ag(ez)
T . e J— . .
() = o T (28 g)
= E Ap,k (ek —€; 39(61)) (5uk . (714)
kti Ap,i aﬂ,k

A du; komponens nem ad jarulékot, mivel g(e; + duze;) = 1 + du; miatt
Azonban a du infinitezimélis varidcioknak az u norméltsiga miatt ki kell
elégiteniiik a

glu+du)=gu) =1 — 25 aug =

feltételt, igy a megengedett variaciok alakja:
0
du = Z (ek —e; g(ez)) e, el <1
: Ouy,
k#1
lesz. A e; sajatvektor kis kornyezetében az [ du integral kifejezhetS mint
/ du = / I dex-
k#i

Beirva ezeket a variaciokat az [ du integrilba a

/du §(e; +ou— R"(e;) — SR (e;)) +...)

/Hde 1—Ak/A )Ck+ )

k#i
H 11— Ak/A |

kifejezést kapjuk, és a trace f du-hez tartozoé része végiil a kovetkezs lesz:

S =Y

Il (19
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7.2.1. A spektraldeterminans

A trace ismeretében a spektraldetermindns mar az (1.39) és az (1.38)-nél
ismertetett médon meghatarozhat6. Konkrétan, a trace Laplace transzfor-
maltja:
o
Tr L(s) =/ dt e Tr L(2),
0+

és ez nem mas mint a spektraldeterminéns logaritmikus derivaltja: Tr L(s) =
—4 Jog Z(s), ahol a spektréldeterminans

e(hp—f—sTp)r
2(8,5) = exp (—Z )‘Ap,rw)) (7.16)

o | det(1 —J7

alaku. Az igy kapott spektraldeterminénsbdl az operator sajatértékei a szoka-
sos kummuléns kifejtés segitségével mar megkaphatok.

A szemiklasszikus kvantalas spektraldeterminansaval az 1j operétor gy
hozhaté kapcsolatba, ha a benne szereplé [ értékét és a h sulyfiiggvényt
illetve s-et a

B=1/2, hy,=1iS,/h+iv,m/2, s=0 (7.17)

modon valasztjuk meg, ahol S, a periodikus palya hatasa , v, pedig a Maslov
index. Példaul, a legegyszeriibb kétdimenzioés hiperbolikus Hamiltoni mec-
hanikai rendszerek esetén a Jacobi matrix sajatértékei valosak, egymaés re-
ciprokai A; = 1/Ay = A, és a spektraldeterminans a

o"  er(iSp/htivym/245Tp)

Zo(ﬁas) = €xp (_ pr r AP’T(B)

;’I‘|Ap| (1—-1/A7)?
[ Ay [T Ay PR

Apr(B) = 1= 1/AZ + 1= 1/AZ (7.18)

alakot veszi fel, ahol bevezettiikk a sajatérték elgjelét, mivel o = A/|A|
mert Z_, és Z, hasznos lesz a tovabbiakban. A kétdimenziés rendszerekre
vonatkozo szemiklasszikus (1.80) spektraldeterminéns felirhat6 ezeknek az
ujonnan bevezetett spektraldeterminansoknak a segitségével a

(7.19)
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7.2. dbra: A Z,(3,E)Z_(%, E) zérushelyei a komplex hullamszam stkon az
R :a=6:1harom diszk rendszerre. Lathat6 hogy a 7.1. 4bran talalt szemi-
klasszikus zérushelyeken til szdmos 1j zérushely is megjelenik. A 7.1. abran
végzett szamitassal ellentétben itt nem lépnek fel a polusoknak megfelel§

hamis zérohelyek a spektraldeterminéns holomorfitdsa miatt.

alakban, ahol Z, kiszamitasakor a (7.18) beli A,, Osszegben csak az elsd
tagot vessziik figyelmbe.

Mivel a Z, spektraldeterminansok olyan klasszikus, multiplikativ sily-
fliggvénnyel rendelkez6 operatorokbdl szarmaztathatok melyek kielégitik a
|Rugh 1992]-ben talalt feltételeket, ezért holomorfak. A (7.19) elgallitas azt
bizonyitja, hogy a szemiklasszikus spektraldetermindns meromorf., mivel a
nevez$ zérushelyei egyben a Z,. polusai. Azonban a szemiklasszikus zérdokat
(7.19) ismeretében meghatarozhatjuk a szamlalé zérushelyeibdl csupan holo-
morf spektraldeterminansokat hasznalva.

A 7.2, abran a Z, (3, E)Z_(L, E) zérushelyeit mutatjuk a komplex hul-
lamszam sikon a standard harom diszk rendszer esetén. A spektraldeter-
minans kummuléns sora — a [Rugh 1992| eredmény alkalmazhatosagat alata-
masztva — szuper-exponencidlisan konvergélt, és nem léptek fel a szemi-
klasszikus szamitas hamis zéréi. Azonban szamos 1j zér6 jelent meg, melyek
nem igazi szemiklasszikus zérok, de nem is a po6lusokbél szarmazé hamis
zérok. Ezek olyan zérok, melynek a (7.19) nevez§jének is zéro6i és a (7.19)
hényadosbol kiesnek. Ezt tigy demonstrilhatjuk, ha kiszamitjuk a nevezd
zérushelyeit, és amelyek numerikus pontossdgon beliil megegyeznek a szam-
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7.3. dbra: A 7.2. abra a (7.19) nevezGjének zérushelyei eltiintetése utén.
Lathatjuk, hogy csak a 7.1. Aabran lathaté szemiklasszikus zérushelyek
maradnak. Azonban az Imk ~ —1 nél jelentkez6 hamis zérok itt mar nem
lépnek fel.

1416 zérushelyeivel, azokat levessziik a 7.2. abrarol. Ily médon jutunk a
7.3 abrdhoz. Lathato, hogy ilyen médon minden igazi szemiklasszikus zérot
helyesen kapunk vissza, és a p6lusbol szarmaz6 hamis zérok is eltiinnek.

7.3. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben egy 1j, tisztan klasszikus operatort vezettiink be, melynek
spektraldeterminansaboél a szemiklasszikus spektraldeterminans kifejezhetd
egy hényados alakjaban. A klasszikus operator kummuléns soranak szuper-
exponencialis konvergenciajat, és a hinyados el6allitast kihasznilva megha-
tarozhatjuk a harom diszk rendszer esetén a szemiklasszikus rezonancidkat
a komplex sik olyan teriiletein is, ahol az eredeti szemiklasszikus spektralde-
terminans kummuléns kifejtése mar nem abszolit konvergens. A hényados
elgéallitas a szemiklasszikus spektraldeterminins analitikus folytatasanak is
tekinthetd.
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8. Fejezet

Osszefoglalas és tézisek

A statisztikus fizika egyik leggyorsabban fejl6dé teriilete a komplex rendsze-
rek kutatasa. A komplexitas egyik forrasa a rendszer dinamikajanak komp-
likaltsaga, az in. dinamikai kdosz. A kaotikus dinamika statisztikus leirasa-
nak egyik hatékony modszere a periodikus péalya elmélet, mely a fizikai meny-
nyiségek atlagit és eloszlasat a rendszer periodikus palyaira vett Osszegek
segitségével allitja el6. A periodikus palydk a klasszikus dinamika vazat
alkotjak, az ezekre alapozott leirast elGszor Poincaré javasolta. A periodikus
palyéak a statisztikus mechanikai mikroallapotokkal, a periodikus pélya Ossze-
gek pedig a Boltzman allapotdsszegekkel analég helyet foglalnak el a kotikus
dinamikai rendszerek Bowen, Ruelle, Smale és Sinai altal kifejlesztett ter-
modinamikai formalizmusaban.

A periodikus pélya elmélet fontos szerepet jatszik egyes mezoszkopikus
rendszerek transzport tulajdonsigainak megértésében is. Az utébbi két év-
tizedben a nanotechnologidban elért fejlgdés lehetévé tette, hogy olyan néhany
sz4z nanométer kiterjedésii, nagy tisztasagi mintakat, in. nanostruktiarakat
hozzanak létre, melyekben a vezetés effektive két dimenzéban megy végbe,
és az elektronok faziskoherens szabad tthossza sokkal nagyobb a minta mé-
reteinél. A mar nem, vagy csak gyengén kolcsonhato effektiv elektronok hul-
lamhossza sokkal kisebb a minta méreteinél, ezért jol leirhatok szemiklasszi-
kus modszerekkel, melyek az elektronok palyait klasszikusnak tekintik, de
korrekt modon figyelembe veszik a faziskoherenciat és a bel6le fakado inter-
ferencia effektusokat. A nanostruktirakban az elektronok klasszikus mozgéasa
tipikusan kaotikus, ezért az ismert egydimenziés szemiklasszikus moédszerek
helyett altalanosan érvényes modszert kell alkalmazni.

A klasszikusan kaotikus rendszerek kvantummechanikai megfelelGinek sze-
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miklasszikus kvantilasat a Gutzwiller trace formula adja meg, mely a rend-
szer allapotsiirtiségét a klasszikus rendszer periodikus palydira vett Osszeg
alakjaban allitja eld, ezért a klasszikus periodikus palyak periodusideje, a
palydk mentén szamitott klasszikus hatas és a palyak stabilitasat jellemzé
Ljapunov exponensek megjelennek a mezoszkopikus rendszer konduktanciaja-
nak fluktuécidiban is, és fontos szerepet kapnak egyes kisérleti eredmények
interpretalasaban.

A periodikus pélya elméletet, mint a legelterjedtebb tobbdimenzids sze-
miklasszikus modszert, kiterjedten alkalmazzak az atomok és molekulék fizi-
kijaban, és szamos alkalmazasa ismert olyan hullamjelenségeknél is, amikor a
hullamhosszak révidek az adott rendszer geometriai méreteihez képest, mint
példaul egyes akusztikai, rugalmassagi, hidrodinamikai és optikai probléméak-
ban.

A szemiklasszikus periodikus palya Osszegek formailag és elvileg is nagy-
ban hasonlitanak a kaotikus rendszerek termodinamikai formalizmusa soran
bevezetett Gsszegekhez, és sok szempontbol parhuzamosan targyalhatok. Az
egyik teriileten elért eredmények konnyen atviheték vagy altalanosithatok a
mésik esetre. Ez indokolja, hogy a periodikus palyakra alapozott leiras 6néllo
modszerként is megjelenjen a fizika matematikai eszkoztaraban.

A Gutzwiller altal 1967 és 1971 kozott a Feynman féle palyaintegral-
bol levezetett, aszimptotikusan a vezet6 rendjében érvényes szemiklasszi-
kus propagatort, Green fiiggvényt és allapotsiirtiséget a nyolcvanas évek-
ben kezdték konkrét szamitasok végzésére hasznalni, mivel a gyakorlatban
nagyszamu klasszikus periodikus palya adatait kell numerikusan meghata-
rozni. A kilencvenes évek elejére vilagossa valtak a modszer elényei, példaul
az, hogy a naiv fizikai intuiciéval szemben viszonylag jol miikodik az alapal-
lapot kozelében is és jol adja vissza a kvantummechanikai spektrum szamos
statisztikai tulajdonsigat és az energiaszintek korreldcidit. Azonban az is
vildgossa valt, hogy az egyes energiaszintek preciz meghatirozasihoz és mé-
lyebb kvantumos effektusok leirasdhoz javitani kell a médszer pontossagan.

Az elvégzett kutatomunka célkitiizése a vezets renden tili kiilonb6z6 fajta
kvantum korrekcidok megkeresése, modszerek kidolgozasa ezek kezelésére és a
nyert eredmények alkalmazasa volt.
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8.1. Az alkalmazott modszerek

A propagétor szemiklasszikus hataresetben érvényes alakja a Feynman palya-
integralbol kaphato a nyeregpont (stacionarius fazis) modszer segitségével.
Id6 szerinti Fourier transzforméltja a szemiklasszikus Green fliggvény. A
periodikus palya elmélet alapjat jelenté Gutzwiller trace formulat ebbél nyom
képzés utan nyerjiik.

A trace formula korrekcioi harom kiilonb6z6 forrasbol erednek. Az elsd
fajta korrekcio abbdl ered, hogy a Feynman palyak hatasfiiggvényének nem
csak olyan palyaknal van szélsGértéke, amelyekre a hatas variacidja elttinik,
hanem ott is, ahol a hatas azért minimalis, mert szingularitdsok vagy ge-
ometriai akadalyok akadalyozzak a tovdbbi minimalizalast. A szingularita-
sok vagy akadalyok jelenléte diffrakciot okoz. A diffrakcio J. B. Keller altal
bevezetett geometriai elmélete ezekben az esetekben is megadja a helyes sze-
miklasszikus kozelitést, de a hagyoményos newtoni mechanikét diffraktiv pa-
lydkkal egésziti ki, melyek szabadon valaszthatnak mozgasiranyt a diffraktiv
pontokban, melyek olyan pontok, ahol a newtoni mechanika nem egyértelmi.
A szemiklasszikus Green fliggvényt a diffrakcios tagokkal kiegészitve az érte-
kezésben levezetem a trace formula diffrakcios korrekcidit, melyek a diffraktiv
periodikus palyakra vett Gsszegek. Az igy nyert trace formuldbol meghatéro-
zom a szemiklasszikus spektraldeterminanst, melynek zéréi az energiaszin-
tek vagy a szorasi rezonancidk. Az eredményeket az irodalomban szokésos
példakon (két- és harom diszkbdl all6 szoré rendszer, Sinai billiard) tesztelem.

A diffraktiv periodikus palyak jelenlétét Fermi hullaimszam szerinti Fourier
transzforméalas segitségével tanulméanyozom normal, majd normal-szuprave-
zetd nanostruktirak konduktanciajat meghatarozé reflexids és transzmisz-
szi6s S-méatrix elemekben. A palyik hosszat a ,Path Length Spectrum”™nak
nevezett teljesitmény spektrumban megjelend csicsok segitségével hataro-
zom meg. Szupravezets jelenléte esetén az Andreev reflexié okozta fazis
forditas azt eredményezi, hogy negativ hosszisagu elektron és lyuk szaka-
szokat egyarant tartalmazé diffraktiv palydk is megjelennek. A diffraktiv
palyak hatasat végiil a konduktancia lépcsék lekopasdban és a konduktancia
atlagos viselkedésében is kimutatom. A trace formula masodik fajta korrek-
cioi lényegében perturbativ korrekciok, melyek hasonloak a szokasos nyereg-
pont integralokban fellépé Gauss integralok korrekci6inal megszokottakhoz.
Azonban a Feynman péalya integral esetén a végtelen dimenzids integralok és
a diszkretizdlassal kapcsolatos hataratmenetek a korrekcidok szamitésat ne-
hezen attekinthetévé teszik. Ezért olyan modszert dolgoztam ki, amely a
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korrekciok meghatarozasat palya integralok helyett kozonséges differencial-
egyenletek megoldaséara vezeti vissza. Az id6fiiggd Schrodinger egyenlethez
olyan lokalis megoldasokat konstrualok, melyek fazisai és amplitudéi a peri-
odikus palyaktol valo eltérések szerint analitikusan kifejtheték. A kifejtési
egyiitthatokra idéfiiggs differencidlegyenleteket kapok. A szemiklasszikus
megoldas megkeresése utdn a korrekcidkat perturbativ médon kapom meg.
Perturbativan megkeresem a lokalis sajatfiiggvényeket és sajatértékeket, be-
16liik megkonstrualom a lokalis majd a teljes spektraldeterminanst. A mod-
szer eredményeit Osszehasonlitom a Feynman palyaintegralb6l hagyomanyos
nyeregpont korrekciéval nyert eredményekkel.

A levezetés soran kideriil, hogy a kvantum korrekciok szamitésa teljesen
analog egy Gauss zajnak kitett kaotikus rendszer spektraldeterminansdnak
zaj korrekcio szamitasaval. Mivel a zaj korrekcidk kiszamitasa technikailag
egyszertibb feladat, a magas rendi korrekciokat egy zajos kaotikus repellor
esetén tanulmanyozom. A nyeregpont modszert a korrekcié rendjének végte-
lenhez vitele mellett alkalmazva, trace formulat vezetek le a magas rendd
korrekciok asszimptotikus viselkedésére.

Végiil harmadik fajta trace formula korrekcioként egy a szemiklasszikus
spektraldeterminans kummulans sorfejtésének konvergenciajat gyorsité6 mod-
szert adok, ami egy 1j elven, a klasszikus operator érint6 térbe vald kiter-
jesztésén alapul.

8.2. Tézisek és elhelyezkedésiik az értekezésben

Alabb felsorolom az értekezés téziseit és az abrak, tablazatok és képletek refe-
rencidinak megjelolésével utalok a dolgozat azon helyeire, melynek kdzelében
azok megtaldlhatok. A tézisek utan feltiintetem azt az egy-egy referalt
munkékat, ahol a tézispont konkrét allitdsa publikalasra keriilt.

1, Bevezettem a diffraktiv periodikus palyak fogalméat (2.12) és megad-
tam a szemiklasszikus trace formuléhoz (2.13) és a spektraldeterminanshoz
((2.18) és (2.19)) adott jarulékukat. Az uj formulak segitségével szemiklasszi-
kus kozelitést adtam a két-diszk rendszer olyan rezonanciaihoz is, melyekhez
a Gutzwiller trace formula 6nmagaban nem ad kozelitést (2.3. abra). Pub-
likdlva: G. Vattay, A. Wirzba and P.E. Rosenqvist, Phys. Rev. Lett. 73,
2304 (1994),

2, A harom-diszk szoréasi rezonanciai (1.9. és 2.5. abra) és a kis diszk
radiuszi Sinai bilidrd energiaszintjei ((2.48) és 2.8. abra) példadjan meg-
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mutattam, hogy az 10j diffraktiv trace formula alkalmas diffraktiv szoérast is
tartalmazo6 kaotikus rendszerek spektruméanak szemiklasszikus kozelitésére.
Publikalva: P. E. Rosenqvist, G. Vattay, A. Wirzba, J. Stat. Phys. 83,
243-257 (1996) és P. Dahlqvist and G. Vattay, J. Phys. A 31, 6333 (1998)

3, Megadtam a mezoszkopikus vezetSk transzmisszios és reflexios matrix-
elemeinek diffraktiv palyakbol szarmazo6 jarulékat ((3.23) és (3.24)) szemi-
klasszikus kozelitésben. Kimutattam ezen diffrakcios jarulékokat a pontszeri
szennyezést tartalmazo ((3.37) és (3.39)) ill. a szogben megtort vezets cs6
uthossz-spektruméban (3.6. abra). Publikilva: G. Vattay, J. Cserti, G. Palla
and G. Szalka, Chaos Solitons and Fractals 8, 1031 (1997)

4, Megmutattam, hogy az Andreev reflexié negativ hosszisagu diffraktiv
pélyékat hoz létre normal-szupravezet§ nanostruktirakban (4.5). Ezek jelen-
létét kimutattam a pontszerd szennyezddést tartalmazé normél-szupravezets
vezetd ¢s6 uthossz spektruméaban (4.7. és 4.6. abrak). Publikalva: J. Cserti,
G. Vattay, J. Koltai, F. Taddei, C. J. Lambert, Phys. Rev. Lett. 85, 3704
(2000)

5, A Schrédinger egyenlet periodikus palydk kornyezetében vett anali-
tikus sorfejtésén alapul6 6j modszert dolgoztam ki ((5.3)-(5.23)) a Gutzwiller
trace formula ill. a szemiklasszikus spektraldeterminans A korrekcidinak
kiszamitasdra. Megmutattam, hogy a korrekciok kiszdmitasa egy Gauss zaj-
jal perturbalt dinamikai rendszer korrekcidinak kiszamitasaval analog ((5.7)-
(5.12)). Publikilva: G. Vattay and P.E. Rosenqvist, Phys. Rev. Lett. 76,
335 (1996)

6, A Gauss zajjal perturbélt egydimenzios leképezések trace formulaihoz
tartozod zaj korrekciok kiszamitésara a periodikus palyak koriili analitikus
bézison alapuld j modszert dolgoztam ki ((6.28)-(6.61)). Egy egydimenzios
repellor esetén kimutattam a modszer hatékonysigat a korabban hasznalt
perturbacios graf technikahoz képest (6.1. rész és a tabPert. tablazat). Pub-
likalva: P. Cvitanovié¢, N. Sondergaard, G. Palla, G. Vattay, C. P. Dettmann,
Phys. Rev. E 60, 3936 (1999)

7, Uj trace formulat vezettem le, amely megadja a magas rend( zaj kor-
rekciok aszimptotikus viselkedését egydimenzios leképezésekben (6.108). Az
1j trace formula egy az eredeti leképezésbdl generalt kétdimenzios leképezés
((6.83) és (6.84) periodikus palyait tartalmazza. Publikilva: G. Palla, G.
Vattay and A. Voros, Phys. Rev. E 64, 012104 (2001)

8, A dinamikai rendszerek fazisterének kiterjesztésével olyan 1j klasszikus
operatort vezettem be (7.12), melynek spektruma tartalmazza a Gutzwiller
féle szemiklasszikus sajatértékeket (7.19). Megmutattam, hogy a hozza tar-
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tozd kummuléns sorfejtés szuper-exponencidlisan cstkken Axiom A” dina-
mikai rendszerekben. Megmutattam, hogy a harom-diszk rendszerben ez
lehet6vé teszi a szemiklasszikus rezonanciak meghatarozasat a komplex hul-
lamszam sikon a Voros féle szemiklasszikus spektraldeterminans konvergencia
tartomanyan tul is (7.2. és 7.3. abrak). Publikdlva: P. Cvitanovi¢ and G.
Vattay, Phys. Rev. Lett. 71, 4138, (1993); G. Vattay, Prog. Theor. Phys.
Suppl. 116, 251 (1994) és P. Cvitanovi¢, G. Vattay and A. Wirzba, Lecture
Notes in Physics 485 (1997)
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