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Chapitre 0

Introduction

La physique macroscopique prit son essor au XVIII® siecle, avec le développement de la
machine & vapeur et 'apparition des premieres fonderies, mais c’est au XIX® qu’elle connut
son apogée, sous l'effet de l'accélération de la révolution industrielle. Toutefois, sa supré-
matie fut progressivement remise en question par le développement de la chimie, & la suite
des travaux de Lavoisier, qui fit une place de plus en plus grande a I'’hypothese atomique.
Si les premieres apparitions de 'atomisme remontent au VI® siecle avant notre ere, dans la
philosophie hindouiste, sa premiére apparition dans un cadre strictement scientifique date en
effet de 1805 et des travaux du chimiste anglais John Dalton [95], repris et poursuivis par
Avogadro [6]. Cependant, la notion d’atome ne fut alors utilisée en chimie que comme une
hypothese de travail, permettant d’expliquer certains phénomeénes observés, et elle ne donna
lieu pas plus a des observations expérimentales qu’a une base théorique systématique. Il fal-
lut ainsi attendre les travaux du botaniste écossais Robert Brown en 1827 pour la premiere
observation, indirecte, de la nature moléculaire de 'eau et ceux d’Einstein en 1905 [64] pour
la compréhension théorique du mouvement brownien. Finalement, les confirmations expéri-
mentales de Jean Perrin [153] constituérent la premiére preuve, statistique, de I'hypothese
atomique.

Entre temps, la deuxieme moitié du XIX€ siecle vit le développement de la théorie cinétique
des gaz, sous I'impulsion des travaux de Kelvin [181], Maxwell [125-129] et Boltzmann [29-
31]. Tous les éléments furent alors réunis pour que Gibbs [81] puisse poser en 1902 les bases de
la physique statistique moderne'. Bien qu’éclipsée par I’avénement des deux ruptures para-
digmatiques majeures que furent les théories quantique et relativiste, la physique statistique
constitua néanmoins une révolution scientifique de premier ordre : pour la premiere fois, des
lois macroscopiques étaient expliquées a partir de propriétés microscopiques. Ramenant le

tout & l'interaction des éléments qui le composent et montrant que ce tout peut étre carac-

'Notons que les travaux de Gibbs n’avaient pas pour but de fonder microscopiquement la thermodynamique.
IIs visaient & formuler une extension de la mécanique newtonienne a des systémes a grand nombre de degrés
de liberté. Gibbs se « contenta » donc de remarquer que sa théorie donnait, sous certaines hypotheses, les
mémes prédictions que la thermodynamique [138]. Au contraire, Einstein avait pour but explicite de fonder

cette derniére sur ’hypotheése atomique [65-67].
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térisé par un faible nombre de parametres macroscopiques, elle fit le lien entre un monde
microscopique chaotique et un ordre macroscopique relatif.

La physique statistique d’équilibre dut son succes au fait qu’elle permit de remplacer
I’étude dynamique de systemes complexes par une approche statique. Ainsi, pour décrire un
systeme a 1’équilibre, la résolution complete des équations du mouvement peut étre avan-
tageusement remplacée par le calcul de moyennes d’observables & 1’aide de mesures ad hoc,
déterminées par les conditions expérimentales d’observation®. Ceci peut bien sfir s’avérer ardu
pour un systeme générique, mais le probleme est conceptuellement beaucoup plus simple.

Toutefois, lorsque le systeme étudié n’est pas dans un état d’équilibre thermodynamique,
aucune approche générale n’est disponible et le recours aux études dynamiques semble né-
cessaire. Soulignons ici que 'obtention d’un cadre de pensée efficace applicable aux systéemes
hors équilibre n’est ni un exercice académique ni une modification & la marge de la mécanique
statistique d’équilibre; il s’agit d’un profond changement de paradigme rendu d’autant plus
nécessaire qu’'une communauté toujours croissante de physiciens s’intéresse aujourd’hui aux
problemes biologiques, pour lesquels le hors équilibre regne en maitre.

Parallelement aux efforts entrepris pour dépasser le cadre de la physique statistique d’équi-
libre, la communauté des physiciens s’empara, a la suite de Lorenz découvrant [’effet pa-
pillon [122], de la théorie du chaos. En effet, alors que les mathématiciens avaient remis en
question les fondements du déterminisme laplacien depuis Poincaré, il fallut attendre les an-
nées 70 pour que ces notions pénétrent durablement le monde de la physique®. L’engouement
des physiciens statisticiens pour la théorie des systemes dynamiques s’explique principale-
ment pour deux raisons. En premier lieu, ’émergence de structures aléatoires dans le cadre
de systémes déterministes fit naitre ’espoir, par la suite décu, d’une justification rapide de
Ihypothese ergodique de Boltzman [29] et d’un fondement rigoureux de la physique sta-
tistique. Ensuite, I'utilisation de dynamiques symboliques permit de reformuler 1’étude des
systemes dynamiques en terme de fluctuations dans l’espace des trajectoires. Or, si la phy-
sique statistique s’avérait pertinente pour décrire les fluctuations de configurations d’'un sys-
teme, certains penserent qu’elle devait pouvoir étre étendue a l'espace des trajectoires, pour
caractériser des fluctuations spatio-temporelles. Cette idée est a la base du formalisme ther-
modynamique [35, 164, 172] et de nombreux développements ultérieurs [14, 27, 77, 86, 180].
Toutefois, si ce cadre théorique est remarquablement complet, celui-ci n’a été appliqué qu’a
des systemes modeles, loin des préoccupations usuelles du physicien®.

Ainsi, tant pour répondre aux besoins d’une physique statistique hors équilibre que pour
I’étude de systemes chaotiques, le développement d’approches d’ensemble dans un cadre dy-

namique est un enjeu majeur. Ceci explique en partie le regain d’intérét pour la théorie des

2L’ensemble statistique pertinent est déterminé en fonction des contraintes extérieures imposées sur le
systéme (nombre de particules fixé, volume fixé, température fixée, etc.).

3C’est-a-dire pour que Pimprédictibilité d’équations du mouvement déterministes soit naturellement accep-
tée.

43 lexception notable du gaz de Lorentz [136, 187, 188]. Notons également une extension intéressante aux

chaines de Markov en temps discret [77] ou continu [119, 120].

2



fonctions de grandes déviations [68] puisque ces dernieres constituent 1’extension de la notion
d’entropie (ou d’énergie libre de Landau) a des situations hors équilibre ou des observables
dynamiques. Tant I'intégration d’ingrédients dynamiques a la physique statistique que 1'uti-
lisation d’un formalisme statistique dans la théorie des systémes dynamiques sont a l'origine
d’une interaction féconde entre ces deux domaines. C’est dans ce cadre que se situe cette
these.

La premiere partie (chapitres 1 et 2) porte principalement sur une méthode de déter-
mination numérique des fonctions de grandes déviations. Le premier chapitre est consacré
aux fluctuations de chaoticité dans les systemes dynamiques. Plus précisément, apres avoir
montré que les exposants de Lyapunov sont la mesure naturelle du chaos, nous présentons
une méthode numérique pour calculer les fonctions de grandes déviations associées. Nous
I’appliquons ensuite a une succession de systemes de complexité croissante, pour finir par
une chaine d’oscillateurs anharmoniques possédant un millier de degrés de liberté. Dans le
deuxiéme chapitre, nous montrons que ce type de méthode peut étre étendue au cas des
chaines de Markov continues en temps pour une large classe d’observables.

La deuxieme partie de cette these (chapitre 3) porte sur 'utilisation des fonctions de
grandes déviations pour étendre la notion de fonction thermodynamique & des situations
hors équilibre. En partant d’une formulation hamiltonienne de la théorie des fluctuations
macroscopiques [18], nous montrons que les calculs de fonctions de grandes déviations de
systemes hors équilibre peuvent se ramener, dans certains cas, a un calcul d’équilibre. Nous
présentons explicitement une telle correspondance dans le cas du processus d’exclusion simple,
un modele unidimensionnel de transport de particules. En particulier, nous montrons que
c’est I'existence d’un modele dual a I'équilibre qui permet le calcul explicite de la fonction de
grandes déviations du profil de densité.

Enfin, dans la derniere partie de cette these (chapitres 4 & 8), nous présentons une alterna-
tive aux approches d’ensemble : une étude directe du spectre de I'opérateur d’évolution d’un
systeme hamiltonien couplé a un bain thermique. Nous montrons en particulier comment la
supersymétrie de 1’équation de Kramers fournit de nouveaux outils pour étudier les tran-
sitions entre états métastables. Ce formalisme suggere I'introduction d’un nouveau courant
de probabilité, dont I'implémentation numérique est présentée au chapitre 6. Nous illustrons
cette derniere par quelques exemples simples et décrivons finalement son utilisation par Mossa

et al [132] pour caractériser la transition « hélice-pelote » d’une chaine de polypeptides.
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Chapitre 1

Grandes déviations et chaoticité

1.1 Introduction

Dans de nombreux systemes physiques, les situations typiques ne sont pas nécessairement
les plus intéressantes et le physicien est donc contraint a la recherche de trajectoires rares. Par
exemple, de tous les jeux possibles de conditions initiales d’un systéme de huit planétes, seul
un nombre infime entraine une stabilité comparable a celle du systeme solaire [111, 134, 135].
De méme, 1’étude des propriétés de transport des systemes quasi-intégrables nécessite la lo-
calisation de couches chaotiques extrémement fines, seules responsables des mécanismes de
diffusion globale de ces systemes. De plus, au-dela de la rareté d’une trajectoire, sa stabi-
lité peut également étre une source de difficultés. Ainsi, de nombreuses structures instables
suscitent I'intérét du physicien. Par exemple, des structures localisées comme les solitons ou
les modes de respiration contribuent au transport d’énergie dans des systéemes non linéaires
tels des condensats de Bose-Einstein ou des macromolécules [47, 183]. De méme, 1'étonnant
phénomene d’intermittence, qui se caractérise par des irruptions chaotiques dans un envi-
ronnement régulier, est difficile & étudier en raison de l'instabilité de la phase turbulente.
Finalement, les résonances et séparatrices jouent un role prépondérant dans la stabilité des
systemes planétaires [111, 134].

Pour toutes ces raisons, de nombreux efforts ont été dédiés dans le passé a la localisa-
tion de ces trajectoires rares, souvent caractérisées par une chaoticité atypique. Puisqu’il
est analytiquement tres difficile de travailler sur un systeme dynamique générique possédant
plusieurs degrés de liberté, de nombreuses méthodes numériques ont été développées a cette
fin [74, 116, 124, 156, 174]. A de rares exceptions pres [124], ces méthodes nécessitent un échan-
tillonnage systématique de l'espace des phases. Celui-ci peut reposer sur l'utilisation d’une
grille aux noeuds de laquelle on effectue une étude systématique du systeme [74, 116, 174] ou
encore sur l'existence de trajectoires ergodiques qui échantillonnent tout 1’espace. Si ces mé-
thodes ont remporté de nombreux succes lors de I’étude de systemes possédant peu de degrés
de liberté, elles sont en revanche inapplicables en plus haute dimension [72] : le nombre de

noeuds d’un maillage et le temps de Poincaré d’une trajectoire ergodique divergent exponen-

7



CHAPITRE 1. GRANDES DEVIATIONS ET CHAOTICITE

tiellement avec la dimension de I’espace des phases. Nous allons montrer dans ce chapitre que
I’application aux systemes dynamiques de méthodes issues de la physique statistique permet
de contourner ce probleme.

Historiquement, la mécanique statistique fut avant tout développée pour donner un fonde-
ment microscopique & la thermodynamique, mais sa capacité a rendre compte des fluctuations
d’observables statiques fut rapidement mise en évidence [64]. Au cours des années 70, Bowen,
Ruelle, Sinai et bien d’autres [35, 163, 164, 172] réaliserent qu’elle offre de plus un cadre théo-
rique pertinent pour ’étude de fluctuations d’observables dynamiques : plutét que construire
des ensembles (microcanonique, canonique, etc...) dans I’espace des configurations, ceux-ci se
tournerent vers ’espace des trajectoires, pour poser les premieres bases d’'une thermodyna-
mique spatio-temporelle.

La formulation moderne de la physique statistique repose sur le formalisme des fonctions
de grandes déviations [68]. Celui-ci a pour but ’étude asymptotique d’évenements rares et
offre donc un cadre théorique idéal pour les limites macroscopiques. Il permet, par exemple, de
quantifier les variations d’observables physiques extensives lorsque le nombre de constituants

élémentaires d’un systeme devient grand.

1.2 Grandes déviations des exposants de Lyapunov

La question des grandes déviations reposée en terme de chaoticité s’énonce de la ma-
niere suivante : sachant qu’un systeme dynamique macroscopique présente une chaoticité
typique, quelles sont les réalisations de ce systéme qui s’éloignent fortement de ce comporte-
ment moyen ? A quel point sont-elles rares ? Jouent-elles néanmoins un réle important ? Pour
tenter de répondre a ces questions, nous montrons ci-dessous que les fonctions de grandes
déviations sont les outils pertinents a étudier et proposons une implémentation numérique de
leur détermination dans le cadre des systémes dynamiques. Cette méthode sera par la suite

généralisée a d’autres types de systemes et d’observables au chapitre 2.

1.2.1 Définition du chaos

Historiquement, le chaos fut étudié par différentes communautés (mathématiciens, phy-
siciens, théoriciens de l'information...) qui en donnérent chacune une définition légerement
différente.

En mathématiques par exemple, il est courant de présenter le chaos d’un point de vue
purement topologique : un systéme dynamique est dit chaotique s’il est topologiquement
transitif et possede un ensemble dense d’orbites périodiques. Derriére ces termes quelque peu
abscons se trouvent en réalité des idées intuitives. Ainsi, la transitivité signifie simplement
que si I'on considere deux voisinages quelconques de deux états distincts d’un systéeme dyna-

mique, il existe une trajectoire qui passe de 'un & Iautre’. Cela garantit que 1’ensemble des

!Notons que cette définition fait référence uniquement 4 la notion de voisinage (d’ouvert) et non de distance.

C’est bien une propriété purement topologique.
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configurations du systeme soit completement « mélangé » par la dynamique.

Pour le physicien, la notion de chaos est fortement liée a celle de mesure et d’imprédicti-
bilité. Ainsi un systeme est dit chaotique si quelle que soit sa condition initiale, il existe une
perturbation infinitésimale autour de celle-ci qui se traduit par un futur radicalement distinct.
C’est le phénomene de sensibilité aux conditions initiales, intrinsequement lié aux problemes
concrets du monde expérimental. En effet, si le temps typique pour que deux trajectoires ini-
tialement proches different sensiblement est inférieur au temps expérimental caractéristique,
le systeme étudié « apparait » non-déterministe : une connaissance nécessairement imparfaite
des conditions initiales plonge ’expérimentateur dans 'impossibilité de prédire I’évolution du
systéme avec une précision égale & celle des données dont il dispose?.

Englobant ces différentes approches, Devaney proposa une définition du chaos qui est
aujourd’hui largement acceptée [59] : un systéme dynamique est chaotique si et seulement si

e il est topologiquement transitif,

e il possede un ensemble dense d’orbites périodiques,

e il présente le phénomene de sensibilité aux conditions initiales.

Notons que les deux premieéres hypotheses impliquent la troisieme [7], sans, bien sir, que
la réciproque soit vraie®. Toutefois, elles ne permettent pas une quantification simple de la
chaoticité et sont donc peu adaptées & une étude pratique d’'un systéme dynamique. Au
contraire, la sensibilité aux conditions initiales peut étre quantifiée grace aux exposants de

Lyapunov”® et se préte donc bien a I’étude d’exemples concrets.

1.2.2 Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov sont des observables dynamiques qui caractérisent la diver-
gence exponentielle de trajectoires initialement proches et donnent donc une information
quantitative sur la sensibilité aux conditions initiales d’un systeéme. Notons que si cette der-
niere ne suppose pas que la séparation entre deux trajectoires augmente exponentiellement
au cours du temps, c’est cependant génériquement le cas dans les systemes chaotiques.

Considérons tout d’abord un systeme dynamique défini sur un espace de dimension N par

N équations différentielles :
Vil N i) = filz()] (1.1)

ou x représente les coordonnées du systeme. L’évolution d’une petite perturbation dx(t) au-

2La précision des prédictions qu’il peut faire décroit au cours du temps, il « perd » de l'information sur
son systeme. Cette perte d’information est souvent caractérisée par I’entropie de Kolmogorov-Sinai, dont nous

parlerons succinctement a la section 1.6.
3C’est un résultat trés intéressant puisqu’on déduit une propriété métrique en partant d’hypotheses pure-

ment topologiques.
4du nom du mathématicien russe Aleksandr Lyapunov qui étudia & la fin du XIX® siecle les problemes de

stabilité d’équations différentielles ordinaires.
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tour d’une trajectoire x(t) s’obtient via un développement de Taylor de I’équation précédente :

d
3 @i(t) + dzi(t)] = fila(t) + 0x(?)]

8fz a fz[w(t)] 2
= filz +Z 251‘ )o(t) Soow, O [|62(¢)[?]
(1.2)
Au premier ordre, ceci s’écrit :
Ei(t) + 62i(t) ~ filz(t)] + ) w S (t) (1.3)
- J
j
soit d’apres (1.1) : d(t) ~ Z 8]‘2[:@)] dz;(t) (1.4)
~ J
J
Matriciellement, (1.4) se note : dx = —Adx (1.5)
ot Afx(t)] est la matrice définie par A;; = —%fj(t)]. L’équation (1.5) est linéaire en dx(t),

elle décrit la dynamique tangente associée a la dynamique (1.1) et donne ’évolution d’une
perturbation infinitésimale autour d’une trajectoire x(t). Pour quantifier la sensibilité aux
conditions initiales, il faut caractériser I’évolution de la perturbation dx(t). En notant U(t)
la solution de I’équation matricielle

U=—-AU (1.6)

I’équation (1.5) s’integre en dx(t) = U(t)ox(0) (1.7)
La norme de dx(t) s’obtient sous la forme :
16(t)|? = 02(0)TUT(£)U (t)62(0) (1.8)
On définit les exposants de Lyapunov & temps fini comme les valeurs propres de - 5 log(UTU )7
(1) = {v.p. (1og[UT(t)U(t)]i)} A< < Ay (1.9)

1
La matrice [UT(¢)U(t)]* converge lorsque ¢ — oo sous des conditions générales [150], ce qui

permet de définir les exposants de Lyapunov :

®Notons que de nombreux ouvrages définissent les exposants de Lyapunov comme le logarithme du module
des valeurs propres de U et non & partir de UTU. Cette définition n’est valide que lorsque U et U commutent

(i.e. U est une matrice normale), ce qui n’est génériquement pas le cas.
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Notons que si la définition (1.9) mene & des méthodes analytiques intéressantes [184], elle ne
permet pas de suivre simplement I’évolution des exposants de Lyapunov au cours d’une simu-
lation numérique ou a partir d’une série temporelle expérimentale. En effet, pour construire
les \;(t), il faut tout d’abord construire la matrice d’évolution U & chaque temps, puis son
adjoint, diagonaliser le produit UTU, etc. Cela n’est gueére pratique et il existe une alternative
simple. Nous la présentons ici pour le calcul du plus grand exposant de Lyapunov A (t) et la
généraliserons a la section 1.6 au calcul de Ag, pour k quelconque. Il s’agit essentiellement de
paraphraser les approches présentées dans [11-13] et [170].

Considérons ’évolution de la norme d’un vecteur tangent w sous la dynamique (1.5) :
d 9 )
i ij

En introduisant les vecteurs tangents normalisés v; = ﬁ—"', dont I’évolution est donnée par

v = — Z Aijv; +v; Z v Apvg (1.12)
j kl
d
I’équation (1.11) s’écrit : a]u(t)\2 =— Z2viAijvj]u(t)|2 (1.13)
ij
et finalement : lu(t)| = |u(0)]e™ = Jo vi(®) Asgl(t)]v; (¢)at (1.14)

Le plus grand exposant de Lyapunov est alors donné par

M = lim 2 log POl g L / ar' {3 il Al ()]s (1)} (1.15)

t—oot ”U,(O)‘ t—oot 0 i

Si au lieu de faire évoluer un vecteur w, nous avions fait évoluer une k surface orientée, nous
aurions de méme pu définir les k premiers exposants de Lyapunov (voir section 1.6). On

définit également ’exposant a temps fini :
A _ ! td’ () Ay [z ()] (¢ 1.16
1(t) = — | > i) Aigla(t)]o; (1)) (1.16)
(]

En principe, cette deuxieme définition de I’exposant de Lyapunov a temps fini est moins satis-
faisante sur le plan conceptuel. Tout d’abord, si (1.10) et (1.15) sont bien équivalentes [150],
(1.9) et (1.16) ne coincident que dans la limite ¢ — oco. De plus, la définition (1.16) est am-
bigiie car contrairement a (1.9), elle dépend de l'orientation initiale du vecteur tangent v.
Toutefois, nous nous intéresserons dans la suite de notre travail a des temps finis (puisque

numériques) mais toujours grands devant )\li e (o1 A9 est le deuxieéme plus grand exposant

de Lyapunov) et la différence entre les définitions (1.9) et (1.16) sera indolore.

11



CHAPITRE 1. GRANDES DEVIATIONS ET CHAOTICITE

1.2.3 Grandes déviations et chaoticité

Nous avons donné ci-dessus une définition locale des exposants de Lyapunov : nous avons
linéarisé la dynamique autour d’une trajectoire bien précise et défini par la suite un ensemble
d’exposants pour caractériser la divergence autour de celle-ci. Il est donc normal de s’interro-
ger sur la dépendance de ces exposants vis-a-vis de la trajectoire de référence considérée. Si
le systeme possede une mesure ergodique, toutes les conditions initiales® menent aux mémes
exposants de Lyapunov [150]. Toutefois, si ’on considére des exposants & temps fini ou des
systemes moins chaotiques, les exposants peuvent varier d’une trajectoire a une autre. Il est
alors naturel de chercher & quantifier ces variations.

L’objet de cette these n’est pas de se concentrer sur I’étude de systemes dynamiques
particuliers de basse dimension, mais plutét de se tourner vers la frontiére entre la théorie
des systemes dynamiques et la physique statistique. De la méme maniere que les observables
statiques se concentrent autour de leur valeur moyenne dans la limite thermodynamique, on
s’attend a ce que les fluctuations d’exposants de Lyapunov soient de plus en plus faibles
lorsque 'on passe de modeles a faible nombre de degrés de liberté a des systémes méso- ou
macroscopiques [72]. Les outils de la physique statistique, telles les grandes déviations, sont
alors un moyen adapté de quantifier les fluctuations d’observables dynamiques.

Cette ligne de recherche n’est pas nouvelle et les idées présentées dans cette section
trouvent leur source dans les travaux de Ruelle & la fin des années 70 [164]. La construc-
tion des fonctions de grandes déviations effectuée ci-dessous est en particulier trés proche de
celle présentée dans [86]. L’utilisation de ce type d’approche pour des systémes stochastiques

a, par ailleurs, été proposée dans [14].

1.2.4 Grandes déviations de ’exposant de Lyapunov maximal
1.2.4.1 Intérét du plus grand exposant

Dans un premier temps, nous allons nous concentrer sur les grandes déviations de I’expo-
sant de Lyapunov maximal, qui est une observable particulierement intéressante. En effet, il

correspond tout d’abord & la norme infini du vecteur d’exposants de Lyapunov :
[Aloo = sup [As = [A1] (1.17)
K2

Ainsi, bien qu’il ne permette pas une description complete du spectre d’exposants, il recele
néanmoins une information non-triviale sur celui-ci. Ensuite, il est la mesure naturelle de
Pimprédictibilité d’un systéme dynamique. De fait, considérons une base {e;} de vecteurs
propres orthonormaux’ de UT(t)U(t), une perturbation quelconque autour d’une certaine

condition initiale aura typiquement une composante non nulle suivant chaque vecteur propre :

0x(0) = Zaiei, a; #0 (1.18)

6Sauf pour un ensemble de mesure nulle.
TUTU est hermitienne. Elle est donc diagonalisable en base orthonormée et ses valeurs propres sont réelles.
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1.2. GRANDES DEVIATIONS DES EXPOSANTS DE LYAPUNOV

Au temps t, la norme de la perturbation s’écrit® :
pa(®)]* =D afaelUN(B)U(t)e;
ij

= > ajajexp[2th(t)ele; (1.19)
ij

sz = 3 ol exp2eA(t)]

)

Cette somme est rapidement dominée par le plus grand exposant de Lyapunov A et 'on a
donc :
|0x(t)| =~ || exp[tA1] o< |dx(0)| exp[tA1] (1.20)
1

A chaque fois qu’'un temps 7 = >V s’écoule, on perd un facteur e dans la précision des don-

9. 1 s’appelle le temps de Lyapunov du systéme. Par exemple, le temps de Lyapunov

nées
des planetes internes du systéme solaire (Mercure, Vénus, la Terre et Mars) est d’environ
5 millions d’années [111, 115, 178]. Cela veut dire que si 'on a une précision initiale d’une
centaine de metres sur la position d’une planete, elle n’est plus au bout de 10 millions d’an-
nées'” que d’un kilometre, au bout de 20 millions d’années de 10 kilomeétres, etc. On voit
sur cet exemple tout le sens physique de la sensibilité aux conditions initiales, plus agréable
au physicien qu'une définition purement topologique du chaos, quelle que soit 1’élégance de

celle-ci.

1.2.4.2 Grandes déviations de )\

Dans cette partie, nous allons présenter ’application du formalisme des grandes déviations
a I’étude des systemes dynamiques. Ce formalisme étant a la base de la physique statistique,
nous essaierons de faire référence a celle-ci des qu’une analogie sera susceptible d’apporter un

éclairage intéressant aux notions introduites.

Construction des fonctions de grandes déviations

Pour étudier les fluctuations de A1 (¢), nous cherchons donc & obtenir des informations sur la
distribution de probabilité P(A;,t) d’observer un exposant maximal A; au bout d’un temps
t. Cette probabilité correspond aux différentes conditions initiales, réalisations du bruit'!,
etc. Si 'on suppose que les corrélations temporelles du systéme sont finies, P(A1,t) se met
génériquement sous la forme :

P\t ~ S §(N) = ts(N) s(A) ~ O(1) (1.21)

80n identifie le produit scalaire entre vecteurs e; - e; avec sa représentation matricielle 636]’.
9Si l’on écrivait les données en base e et non en base 10, on perdrait un chiffre significatif & chaque fois

qu’'un temps 7 s’écoule.
10510g 10 ~ 10.
1 dans le cadre d’un systéme stochastique.
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T

Fig. 1.1 : Si les corrélations temporelles sont finies, on peut toujours couper une trajectoire suffisam-

ment longue en des segments plus petits que I'on considére indépendants en premiére approximation.

Donnons une justification intuitive a cette loi d’échelle. Lorsque le temps de corrélation 7 est
fini, on peut découper une trajectoire en n trongons de durée T > 7 grande, mais d’ordre
1 en t, ceux-ci pouvant étre considérés indépendants (voir figure 1.1). La probabilité que la

trajectoire totale ait un exposant de Lyapunov maximal \ s’écrit alors :

Pt = Y POT) . Pyp(yp, T) = Y eSOt Syr Qo) (1.99)
(Ar+-+Ag ) T=At Aty ) T=Xt

L’exposant de chaque terme du membre de droite est la somme de ¢/T facteurs d’ordre 1
et est donc d’ordre t. Aux temps longs, P(\,t) est dominée par le plus grand des facteurs
exponentiels et la loi d’échelle (1.21) est donc bien satisfaite.

Notons une premiére analogie avec la mécanique statistique. On procede en effet de maniere
similaire lorsque l'on cherche a montrer qu’une observable, par exemple ’entropie S d’un

macro-état d’aimantation m donnée d’un systeme de N spins, est extensive, i.e. :

P(m) ~ ™ §(m) = N5(m) 5(m) ~ O(1) (1.23)

On suppose alors que la longueur de corrélation £ est finie et 'on découpe le systeme en N/n
sous-systemes de taille n, grande devant £ mais d’ordre 1 en N. Ces derniers peuvent ainsi

étre considérés indépendants. La probabilité d’observer une aimantation m est dans ce cas :

Pm)= > Pi(mi)...Pym(mym) = Y eSS mam) - (1.94)
n(mi+...4+my/m)=mN n(mi+..+my/,)=mN

Il y a N/n termes d’ordre 1 dans les exposants du membre de droite et ceux-ci sont donc

d’ordre N. Le plus grand des exposants domine exponentiellement la somme'? et P(m) est

donc bien égal a I'exponentielle d’'un nombre d’ordre N.

12Pour trouver quel est ce terme, il faut imposer que Pexposant soit maximal. Si tous les sous-systémes

sont identiques, ils auront alors typiquement la méme aimantation. En effet, en remarquant que my/, =

mN

T =M1 — - — Mpy/p—1 et en dérivant 'exposant par rapport a m;, on obtient alors 5"(mj) = g'(mN/n).
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Pour calculer P(A1,t), il faut « compter » le nombre de trajectoires qui ont un exposant
maximal égal a Aj. Cela ressemble fortement a la construction de I’ensemble microcanonique
en physique statistique, ot 'on détermine le nombre Q(E) de micro-état d’énergie E. La fonc-
tion de grandes déviations S(A1,t) joue donc un role similaire & ’entropie S(FE). Remarquons
que le role de grand parametre que joue N en physique statistique est ici occupé par t. C’est
tout le sens du « formalisme thermodynamique » de Ruelle [164]. De la méme maniére qu’en
physique statistique, il est plus simple de travailler dans ’ensemble canonique que dans le
microcanonique, nous introduisons par conséquent une fonction de partition dynamique

Z(a,t) = <e°‘t’\1(t)> ~ et (1.25)

t—o00

ou la moyenne (.) est réalisée par rapport a la probabilité P(\;,t), i.e. sur les conditions
initiales, les réalisations d’un éventuel bruit, etc. (o) est ’analogue de —GF ou F est I’énergie
libre de Helmoltz dans I’ensemble canonique.

Dans un langage plus mathématique, I'alternative a la construction explicite de P(A1,t)
est le calcul de la fonction génératrice des moments Z(a, t) ou de la fonction génératrice des

cumulants p(a).

Une température pour la chaoticité

Arrétons-nous quelques instants sur la définition de Z et sur 'interprétation physique du

aAit joue le role du

parametre «. Si 'on poursuit I’analogie avec la mécanique statistique, e
poids de Boltzmann et « celui de —(3, i.e. 'opposé d’une température inverse. Notons qu’au
lieu d’étre définies sur ’espace des configurations, ces quantités sont ici définies dans l’es-
pace des trajectoires. Nous avons en quelque sorte construit une thermodynamique « spatio-
temporelle » de notre systeme. Il s’agit simplement d’une image et ce formalisme est toutefois
beaucoup moins puissant pour les systemes dynamiques que la thermodynamique usuelle ne
I’est pour les systémes a 1’équilibre, principalement en raison de I’absence d’un sens physique
évident pour la température o~ ! et de son inaccessibilité expérimentale. Nous reviendrons sur
ce point par la suite dans la section 1.5 lorsque nous aborderons le probleme des transitions
de phase dynamiques.

alit

L’analyse du poids e que 'on met sur les trajectoires donne une interprétation simple

de l'influence de a, que nous présentons ci-dessous. Nous avons vu précédemment que
P(Ay, t) = s (1.26)

Aux temps longs, cette mesure est dominée par les trajectoires dont I'exposant A} est un
maximum global de s qui satisfait donc s'(A}) = 0 et les déviations de ces valeurs sont expo-

nentiellement rares. Si I'on pese désormais les trajectoires avec le « facteur de Boltzmann »

Cela signifie que le terme qui domine correspond & une méme aimantation m; = m pour tous les sous-systemes.
L’analogue pour les trajectoires serait de prendre un temps 71" grand devant le temps de Poincaré d’un systeme
ergodique. Les trongons de trajectoire explorent alors typiquement les méme régions de ’espace des phases et

ont tous le méme exposant A.
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CHAPITRE 1. GRANDES DEVIATIONS ET CHAOTICITE

e® 1t on induit alors sur espace des trajectoires la mesure

P(\,t) evth

Py(\,t) =
( 1 ) fd)\lp()\l,t)ea)\lt

o P(Ap,t) et~ gfls(hn)+ar] (1.27)

qui est dominée aux temps longs par les trajectoires dont I'exposant A\7* satisfait
s\ = —a (1.28)

De la méme maniere que fixer la température en physique statistique sélectionne dans la
limite thermodynamique une densité d’énergie typique, imposer « revient ici a sélectionner
une valeur de A particuliere. Concretement, si « est positif, les trajectoires ont un poids
d’autant plus grand que leur exposant de Lyapunov maximal est grand tandis qu’a l'inverse
« négatif favorise des trajectoires atypiquement régulieres.

Expliquons schématiquement pourquoi I’observation de trajectoires de chaoticité atypique
est généralement difficile. Supposons que I’ensemble des trajectoires d’un systeme dynamique
soit dominé par une seule valeur de A1, c’est-a-dire que s(\1, t) ait un unique maximum global
A]. Sil'on essaie de construire Z en faisant N simulations et en calculant pour chacune eoMt,
celles-ci donneront des valeurs de A; qui fluctuent autour de Aj. Or Z est dominée par des
trajectoires dont ’exposant maximal A* satisfait s'(\j*) = —a. Les valeurs A} et \i* sont des
propriétés intrinseques de s et ne dépendent donc pas de ¢ aux temps longs. La différence A] —

T* est par conséquent d’ordre 1 en t. La distribution P(\A1,t) étant exponentiellement piquée
autour de A7, il faut un nombre exponentiel de réalisations pour observer avec une probabilité
d’ordre 1 de telles déviations de A\;. Ainsi, pour échantillonner correctement Z(«,t), il faut
un nombre exponentiellement grand de simulations, ce qui est numériquement inaccessible.
C’est en ce sens que 'on parle de grandes déviations.

Au contraire, si 'on sait réaliser un thermostat imposant «, on peut alors rendre typique
des trajectoires au préalable exponentiellement rares. Un nombre fini de mesures n’est alors
plus génant puisque l'on échantillonne avec des probabilités d’ordre 1 le voisinage de A}*.
Pour faire un parallele avec la mécanique statistique, échantillonner brutalement Z(«) revient
a essayer de construire la fonction de partition d’'un gaz & une température 77 & partir de
simulations réalisées & une température 75 : les configurations échantillonnées ont une énergie
typique sensiblement différentes de celles correspondant a 77 et leur contribution a la fonction
de partition est exponentiellement faible. Cela revient a essayer de construire la distribution
de Boltzmann en n’échantillonnant que sa queue.

L’intérét d’introduire ce formalisme pour les systemes dynamiques est double. D’abord, il
permet d’exporter tout le langage de la physique des transitions de phase vers la dynamique,
ce que nous ferons dans la section 1.5, mais surtout, bien que la réalisation expérimentale d’un
thermostat qui fixerait « soit « difficilement envisageable », son implémentation numérique
est tres simple. C’est la base de la dynamique biaisée par les Lyapunov que nous présentons

dans la section 1.3.
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1.2.5 Systéme hamiltonien

Avant de présenter 'implémentation algorithmique d’un thermostat pour la chaoticité,
nous allons tout d’abord construire le formalisme présenté dans la section précédente pour
une classe particuliere de systéemes dynamiques : les systemes hamiltoniens. Si la dynamique
biaisée s’applique dans un cadre beaucoup plus général'®, cela nous permettra néanmoins
d’introduire ’algorithme sur un exemple concret. Considérons donc un systéme hamiltonien

possédant N degrés de liberté, dont I’évolution s’écrit :

. OH ) OH
i=5, =5, (1.29)

On souhaite tout d’abord construire la fonction de partition dynamique (1.25), ce qui
impose de donner un sens a la valeur moyenne (. ). La question des mesures invariantes dans
les systemes hamiltoniens est ardue. Une maniére simple de la contourner est d’introduire un
petit bruit, rendant ainsi la dynamique stochastique. Par exemple, si I'on impose un bruit
tangent a la surface d’énergie, on peut montrer que la mesure invariante est simplement la
mesure microcanonique (annexe A). La moyenne (1.25) revient alors a prendre une distri-
bution de conditions initiales uniforme sur la surface d’énergie et a échantillonner sur les
différentes réalisations du bruit. Toutefois, ’addition d’un bruit perturbe a priori le systeme
étudié et 'on aimerait savoir ce qui se passe dans la limite de bruit nul. C’est la question de la
stabilité stochastique [46] du systéme. Cette notion, qui remonte & Kolmogorov (voir [173]),
est une maniere trés naturelle pour le physicien de se poser la question de I'existence d’une
« bonne » mesure pour un systéme hamiltonien. Ce que ’on en retiendra est que la limite
de faible bruit est une maniere tout a fait légitime de définir la mesure SRB d’un systeme
physique lorsque celle-ci existe [46] et 'approche que nous suivons ici est donc moralement
acceptable.

Considérons donc une dynamique légerement différente :

OH OH
- S — + V2, 1.30
qi s bi EY i ( )
ou les 7; sont des bruits blancs gaussiens de variance 1. Notons tout de suite que les 7;
induisent une diffusion en énergie, ce qui, de maniere générale, n’est pas souhaitable. On
montre dans 'annexe A comment procéder avec un bruit conservatif. L’équation d’évolution

pour la densité de probabilité de ce systeme est fournie par I’équation de Liouville modifiée :

dP(q,p,t)
ot

# oo ono
op?  Opidq;  q; Op;

= -H.P(q,p,t) H.=)» —e (1.31)

On peut alors définir une distribution de probabilité d’exposant de Lyapunov maximal au

temps ¢ par
POw0) = [ Dla.ploih — ha.p.0) (1.32)

Bpar exemple pour des applications ou encore des systémes continus en temps, mais dissipatifs.
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CHAPITRE 1. GRANDES DEVIATIONS ET CHAOTICITE

ou Ai(q,p,t) est défini a la formule (1.16). L’échantillonnage des trajectoires correspond,
comme nous 'avons dit précédemment, aux diverses réalisations du bruit et aux différentes

conditions initiales. L’évolution des vecteurs tangents unitaires v est donnée par (1.12) :

’l')z‘ = — Z Aijvj -+ v; Z UkAklvl (133)
i kl
ou A est la matrice 2N x 2N définie comme
_P®H 9H
A Opi9q; Op;Op; (1'34)
0%*H 9?*H

0qi0q; 0q;0p;

Dans la suite, on note N (v) = — 3, v;A;;v;.
Avant de pouvoir implémenter le calcul de Z, nous allons réécrire la formule (1.25) en terme
d’intégrales de chemin, pour reconnaitre un opérateur d’évolution généralisé, dans lequel nous

lirons l'algorithme a utiliser. Nous souhaitons calculer

<€a)\1t>traj. — <e*a Zij fot viAijvjdt>traj' (1.35)

ou la moyenne est réalisée sur les différentes trajectoires possibles. Grace au bruit que nous
avons ajouté, la mesure stationnaire est la mesure plate'” et la probabilité d’une trajectoire
se réduit donc a celle de la réalisation du bruit :
(€5, = [Dla.p.v. T4 (- G ) o (5o 5o~ vaen)
) (1.36)
O b+ Agvs— vy veAgur | e 2 Jo dt%y o= X o dtovi i
J kl

L’intégrale porte sur toutes les trajectoires possibles du systeme, les fonctions § imposent
que ces trajectoires soient des solutions des équations du mouvement (1.30) et la gaussienne
correspond a la probabilité de la réalisation du bruit. Puisque nous allons simplement utiliser
cette intégrale de chemin pour reconnaitre un opérateur d’évolution, et que le bruit n’est pas
multiplicatif, nous ne faisons pas attention a la discrétisation des équations du mouvement'®.
En utilisant la représentation de Fourier des fonctions § et en effectuant I'intégrale gaussienne

sur le bruit, on trouve alors :
<ea>\t>traj. :/D[q,p, v] ef dt{Zﬁvﬂ [éiq'z‘-l-ﬁmi-i-aﬁ?—%éﬁ-%ﬁi] +3 [ﬁibi—&-ﬁi(Z?gl Aijvj"l‘viN(v))]"FOéN(v)}

(1.37)

Ceci correspond a 1’élément de matrice

(€ g = (—Je ™ (T=2N®) | By, ) (1.38)

1Dans le cas d’un bruit conservatif, présenté dans 'annexe A, il s’agit de la mesure microcanonique.
15Cela sera fait aux sections 5.1.1 et 5.2.1, lorsque nous construirons la supersymétrie associée aux équations

de Langevin avec et sans inertie.
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1.3. ALGORITHME

ou Py est la distribution initiale des positions, impulsions et vecteurs tangents, et H est donné

par

0
H=H, — Z 87’1)1 [ZAij’l)j + N(’U)’UZ‘ (1.39)
i J

Celui-ci traduit simplement le fait que les positions et vecteurs tangents évoluent via (1.30)
et (1.33). Cet élément de matrice ne correspond pas a une équation de Langevin usuelle car

le terme —aN(v) ne conserve pas la probabilité. En effet, 1’évolution

oP
T —(H: + aw;Ajjvj) P (1.40)
. oP
se traduit par dxdva = —a [ dxdv v;A;v;P (1.41)

Cela signifie simplement que si 'on représente P(t) par une population de marcheurs dans
I'espace des (g, p,v), chaque marcheur est répliqué ou tué au cours de I’évolution avec un
taux —aN(v), soit « fois le taux d’extension du vecteur tangent non normalisé u(t). C’est la

base de la dynamique biaisée par les Lyapunov.

1.3 Algorithme

1.3.1 Dynamique biaisée par les Lyapunov

Pour calculer la fonction de partition Z et réaliser la distribution correspondant a la tem-

pérature o~ !

, nous allons implémenter I’évolution induite par Hpp+awv;A;jv;. Pour cela, nous
utilisons une dynamique de population, propice a représenter des évolutions ne conservant pas
la probabilité. Ce type d’algorithme est fréquemment utilisé en mécanique quantique, pour le
calcul d’états excités d’Hamiltonien de Schrodinger, et appartient a la classe des algorithmes
de type Diffusion Monte Carlo [2, 21, 42, 79, 99, 145, 146]. Notons qu’'une alternative a ce
type de méthode est 1'utilisation de Monte Carlo standard'® directement dans I’espace des
trajectoires (c’est, par exemple, la stratégie suivie par Transition path sampling [51]). Une
telle stratégie a été proposée par le passé pour la recherche de trajectoires stables [124] et
pourrait probablement étre modifiée pour reproduire la distribution & température a!. Tou-
tefois, il est tres difficile de travailler avec ce type de méthode sur des trajectoires longues
dans des systeémes chaotiques'” et nous pensons que les dynamiques de population sont plus
adaptées a ce genre de systeme.

On considere une population de N marcheurs dans 1’espace des phases dont on note g
et p les positions et impulsions. A chaque marcheur on associe de plus un vecteur tangent

unitaire v. On choisit alors un pas de temps dt et on fait évoluer le systeme sur un temps

18de type Metropolis, par exemple.
"D une part, la moindre modification de la trajectoire a des conséquences dramatiques, d’autre part, main-

tenir la structure de la trajectoire est alors difficile.
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total t = T'dt. A ¢ = 0, les N marcheurs démarrent d’une distribution de positions initiales
que l'on choisit librement. A chaque temps t' = ndt :
pour chaque marcheur
e on fait évoluer (g, p) avec la dynamique hamiltonienne bruitée (1.30),

e le vecteur v évolue suivant la dynamique tangente
i)i = —Aij’Uj (1.42)

e v est ensuite renormalisé et 1'on retient le facteur de renormalisation N(n) appliqué
au temps t = ndt,
chaque marcheur est alors répliqué avec le taux N(n)® lui correspondant. Pour cela,
on tire au hasard un nombre € entre 0 et 1 et 'on calcule!® 7 = [ + N(n)“],
e si 7 =0, on supprime le clone,
e si7 > 1, on en crée T — 1 copies identiques,

apres la phase de réplication, la population de marcheurs est composée de N'(n + 1)

particules, au lieu des NV(n) initiales. On garde la valeur du facteur R(n) = %,
e si N(n+1) < N(n), on clone au hasard N (n + 1) — N'(n) particules,
e si N(n+1) > N(n), on en tue aléatoirement N'(n + 1) — N'(n),
On récupere finalement N (n + 1) = N(n) = N(0) marcheurs.
La fonction de partition dynamique s’obtient grace aux facteur R(n) :
T
Z(o,t) = ] R(n) (1.43)
n=1
et la pression topologique via
T
1
wula,t) = n nz:l log R(n) (1.44)

La distribution de trajectoires décrite par les marcheurs converge vers la « distribution de

Boltzmann » & la température a~".

1.3.2 Quelques remarques sur I’implémentation numérique
1.3.2.1 Taille de la population

La renormalisation de la population n’est en principe pas nécessaire puisque les deux pre-
miers pas représentent a eux seuls la dynamique stochastique correspondant a (1.40). Sans
le 3¢ pas de l'algorithme, Z(a,t) serait simplement donnée par le ratio entre les populations
au temps ¢ et a l'instant initial. Toutefois, Z augmente (o > 0) ou décroit (o < 0) exponen-
tiellement avec t et la population ferait donc de méme, ce qui n’est pas souhaitable pour des
raisons numériques évidentes. Nous avons proposé ici une maniere possible de contourner ce

probleme sans endommager ’échantillonnage.

18| 2] est la partie entiere de x.
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Une alternative consiste a suivre une stratégie du type Go with the winner (voir [85]
et les références que contient cet article). L’idée est d’associer a chaque particule un poids
W qui augmente a chaque pas de temps de N(n)®. Si l'on s’en tenait 1a, chaque particule
aurait au bout d’un temps ¢ un poids exp(aA;t). Toutefois, comme nous I’avons expliqué a la
section 1.2.4.2, les trajectoires échantillonnées seraient les trajectoires typiques (s'(A1) = 0)
et non celles qui réalisent un échantillonnage correct de Z (s'(A\1) = —a). Il faut donc avoir
a nouveau recours a une méthode d’enrichissement de I’échantillonnage pour favoriser les
trajectoires pertinentes.

Pour cela, on définit deux taux W et W™ tels que si le poids W d’une particule dépasse
W™, on la remplace par deux particules de poids W/2 et ’il devient plus petit que W~ on
la tue avec probabilité 1/2 et on lui donne un poids 2IW autrement. Ceci assure & nouveau
que les trajectoires ayant un poids fort soient bien échantillonnées et que ’on ne perde pas
de temps a échantillonner des trajectoires qui ne contribuent pas a Z. De plus, la réplication
proposée respecte bien en moyenne le poids de chaque trajectoire. La difficulté est alors de
bien choisir W (t) et W~ (t). Pour cela, on utilise au temps ¢ Pestimation Ze(t') entre
les temps 0 et ¢’ de Z sur I'ensemble des clones dont on dispose au temps t'. On choisit
typiquement W (') = CZest(t'), W™ = & Zest ('), olt C' est une constante comprise entre 1
et 10. Si au début de la simulation, cette approximation est a priori mauvaise (puisque Z est
dominée par des trajectoires rares), elle s’améliore au cours du temps et on est assuré de ne
pas avoir de prolifération exponentielle aux temps longs'”.

Notons finalement que si 'on remplace, dans 1’algorithme que nous avons proposé, le taux

de réplication Ng(n)* du clone § par un taux normalisé

Np(n)"
SN, () (1.45)

on obtient une stratégie tres proche des simulations de type Go with the winner.

1.3.2.2 Implémentation du bruit

Le mouvement des particules dans I’espace des phases est décrit par une dynamique hamil-
tonienne bruitée. Pour implémenter numériquement ce type d’équation, on cherche en général
a satisfaire deux contraintes : d’abord, lorsque le bruit tend vers zéro, on souhaite récupérer
la structure symplectique des équations hamiltoniennes; ensuite, lorsque le bruit est fini, on
désire obtenir une distribution d’équilibre qui corresponde & la distribution théorique?".

Dans le cadre de ’équation de Kramers (Hamilton+bruit+friction), de nombreux algo-
rithmes ont été développés pour cela (voir par exemple [123]) et nous les utilisons dans la
troisieme partie de cette these, lorsque la distribution d’équilibre est réellement importante.

Ici, la principale utilité du bruit est d’assurer la diversité des clones : si la dynamique

sous-jacente est déterministe, deux copies d’'un méme marcheur ont nécessairement le méme

9Notons que, puisque les trajectoires intéressantes sont exponentiellement rares, I’estimation initiale de Z

sera nécessairement mauvaise, ce qui peut avoir des conséquences dramatiques sur le début de la simulation.

20uniforme sur Pespace des phases pour un bruit additif, microcanonique pour un bruit conservatif, etc.
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avenir et la réplication est alors inefficace; au contraire, la présence d’un bruit assure la di-
versité des histoires des différents clones apres clonage. En principe, on aurait pu de maniére
équivalente simuler une dynamique purement hamiltonienne et effectuer un clonage légere-

t2!, puis laisser la chaoticité de la dynamique s’assurer de la diversité des futurs

ment imparfai
des clones. L’implémentation du bruit est donc beaucoup moins importante que celle de la
dynamique sous-jacente.

Concretement, nous avons utilisé deux types d’intégrateur symplectique, un d’ordre 2
(Leap Frog) et un d’ordre 8 (introduit par Yoshida [197]) pour intégrer les équations du
mouvement. Pour appliquer le bruit, nous tirons au hasard un vecteur 7 sur une sphere de
dimension N et de rayon v/2edt et I’ajoutons & p. Lorsque 1’on souhaite conserver I’énergie,

il suffit alors de projeter ce vecteur sur la surface d’énergie :
- pip;j
ni = <5ij - |;)|§> nj (1.46)

On vérifie simplement que dans ce cas p -1 = 0. On peut de plus montrer que la mesure

microcanonique est alors stationnaire. De méme, en prenant dans la formule précédente
1
=Ty Z,Uj (1.47)
J

ol p est un vecteur tiré au hasard sur une sphere de dimension N et de rayon v/2edt, on
obtient un bruit qui conserve I'impulsion totale. Tous les détails sur ces bruits multiplicatifs

sont présentés dans 'annexe A.

1.3.2.3 Reproduction, mutation et sélection

Une maniere simple de comprendre l'efficacité de ce type d’algorithme est de faire le
parallele avec la théorie de 1’évolution. En effet, les trois principaux ingrédients de celle-ci
sont 'existence d’une population de taille finie, qui se reproduit, est soumise a des mutations
et est sélectionnée en fonction de son « adaptation » a I’environnement. Ici, notre population
de clone est finie, se reproduit, est soumise a des « mutations » a travers la présence de bruit
et subit une sélection puisque son taux de reproduction dépend de sa chaoticité. Ainsi, c’est

I’existence d’une pression de sélection qui explique la convergence de cet algorithme.

1.4 Quelques applications

Nous allons a présent appliquer la dynamique biaisée par les Lyapunov a différents exemples
de complexité croissante. Le but final est bien str d’étudier ce qui était jusqu’a présent hors
d’atteinte : des exemples de haute dimensionnalité. Cela sera fait a la section 1.4.3 pour
une chaine d’oscillateurs non-linéaires, possédant plusieurs centaines de degrés de liberté.
Mais avant tout, pour illustrer I’algorithme, nous allons I’appliquer a des systemes de basse

dimensionnalité pour lesquels une représentation directe de ’espace des phases est possible.

2Lerest-a-dire ajouter le bruit uniquement lors du clonage.
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1.4.1 Double puits de potentiel

Les séparatrices jouent un roéle fondamental dans la théorie des systemes dynamiques,
car elles sont le berceau du chaos (cf section 1.4.2.1). Dans les systemes intégrables®?, la
dynamique biaisée par les Lyapunov converge vers ces structures pour a = 1 et les peuple
uniformément. Ceci est illustré sur la figure 1.2 dans le cas d’un double puits de poten-
tiel unidimensionnel, défini par H(p,q) = p?/2 + ¢* — 2¢*. Un systeme hamiltonien possede
automatiquement une constante du mouvement : le Hamiltonien H. Ainsi, un systéme unidi-
mensionnel est nécessairement intégrable.

Les particules peuvent soit osciller dans un des puits, soit passer de 'un a 'autre. La
séparatrice est la courbe limite entre ces deux régimes. Le seul point présentant un exposant
de Lyapunov non nul étant le point selle, sa variété instable (I’ensemble des trajectoires qui
en émanent) est attracteur naturel de la dynamique biaisée. Pour o = 1, les clones diffusent
lentement en énergie sous 'effet du bruit avant de converger vers la séparatrice, ou ils se mul-
tiplient plus favorablement. Puisque la population totale est maintenue constante, les clones
qui s’éloignent de la zone stochastique sont répliqués moins favorablement et disparaissent

donc par pression de sélection.

Fig. 1.2 : Convergence vers la séparatrice. L’axe horizontal correspond aux positions q,

I'axe vertical aux impulsions p. Le code couleur représente la valeur du Hamiltonien. Les marcheurs
démarrent dans le puits de gauche (t ~ 3000) et diffusent en énergie (t ~ 11450) jusqu'a atteindre
la séparatrice (t ~ 11725) ol ils convergent finalement (t > 12000). 2000 marcheurs ont évolué
avec la dynamique biaisée par les Lyapunov, poure =107° et a = 1.

1.4.2 Transition vers le chaos

Nous allons étudier dans les deux prochaines sections des systemes dont la chaoticité est
fixée par un parametre extérieur qui permet de les faire passer de l'intégrabilité au chaos.
Un troisiéme exemple (une famille de billards) est présenté dans ’annexe B. L’objet de cette
these n’étant pas de traiter la théorie KAM [3, 103, 131], nous renvoyons aux nombreux
ouvrages de référence qui présentent les théories de perturbation des systémes intégrables [5,
121, 151]. Nous rappellerons toutefois succinctement les éléments de ces théories nécessaires

a la compréhension des exemples présentés.

22Un systéme est dit intégrable s’il possede autant de constantes du mouvement indépendantes que de degrés
de liberté.
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1.4.2.1 L’application standard

Chirikov a montré [45] que la dynamique d’un systéme hamiltonien au voisinage d’une
résonance peut génériquement se ramener a I’étude d’un systeme plus simple, de type pendu-
laire. Pour étudier ce dernier, il a introduit un systéme dynamique symplectique désormais

célebre : I'application standard. Celle-ci est définie par

ko .
Pn+1 = Pn — % Sln(27TQn) In+1 = Qqn + 6pn+1 (148)

sur espace périodique en ¢**. Elle représente I’évolution d’un rotor libre, soumis régulierement
a une force constante, d’orientation fixée [151]. § caractérise la période du systeme et k

I'intensité de la force. La limite & — 0 correspond a des translations discretes de g :

Qn+1 = qn + 5pn Pn = D0 (149)

ce qui correspond a un systeme intégrable. De méme, la limite § — 0 correspond au pendule
pesant et est intégrable. Lorsque k et § sont strictement positifs, le systéme est d’autant plus
chaotique que ceux-ci sont grands. Pour comprendre le paradigme de la transition vers le

chaos, illustrée sur la figure (1.4), quelques éléments de théorie sont nécessaires.

Systémes intégrables

Tout d’abord, on peut montrer que si Ho(g, p) est le Hamiltonien d’un systéme intégrable,
il existe un jeu de coordonnées symplectiques ** (I,6), dites variables d’angle-action, telles

que les équations du mouvement s’écrivent :

I,=0 6= L = wi(I) (1.50)
Les I correspondent & N intégrales premieres du mouvement tandis que les 6 décrivent
des trajectoires confinées sur des tores de dimension N, invariants sous la dynamique (1.50).
La valeur des fréquences wi(I) dépend uniquement du tore sur lequel le mouvement a lieu,
mais varie généralement en fonction de celui-ci. Il existe essentiellement deux types de tores :
les tores dits « résonants » ou « rationnels », sur lesquels les fréquences wy, satisfont une ou

plusieurs relation du type
anwk =0 ng €7 (1.51)
k

et les autres. Une trajectoire d’un tore non-résonant le remplit densément tandis que celle
d’un tore résonant remplit sur celui-ci un ensemble de mesure nulle. Notons qu’en dimension
strictement supérieure a 2, la relation (1.51) n’implique pas un mouvement périodique tandis
que c’est le cas pour NV = 1, 2 et en particulier pour ’application standard et la famille de

billards présentée dans I'annexe B.

230n identifie g =0 et g = 1.
24j e. obtenues & partir de (g, p) par un changement de variables canoniques.
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1.4. QUELQUES APPLICATIONS

Illustrons la différence entre ces deux types de tore sur I’exemple de 'application standard.
Lorsque k = 0, les impulsions p sont des constantes du mouvement, le systeme est intégrable et
chaque tore invariant est défini par la valeur correspondante de I'impulsion pg. Les trajectoires
qui le composent correspondent a 1’évolution (1.49). Elles sont périodiques si pg est rationnel
et correspondent alors & un nombre fini de points : le tore correspondant est résonant. Au
contraire, si p est irrationnel, I’ensemble des images d’un point par (1.49) remplit densément

la ligne p = pg et le tore n’est pas résonant.

Ruptures des tores rationnels et séparatrices

La question de la généralité du caractere intégrable a longtemps traversé la communauté
des physiciens et des mathématiciens. La structure décrite précédemment est-elle générique ou
exceptionnelle 7 Cette question se pose naturellement en terme de stabilité : si 'on perturbe
un systeme intégrable, que se passe-t-il 7 L’intégrabilité laisse-t-elle place & un chaos total ou
au contraire survit-elle, avec des constantes du mouvement légerement modifiées 7 La réponse
a cette question trouve son origine dans les travaux de Kolmogorov [103, 105] qui utilisa
une suite de transformations canoniques astucieuses (méthode de superconvergence) pour
montrer que les tores suffisamment non-résonants survivent a la perturbation tandis que les
tores rationnels sont détruits. Puisque les tores rationnels sont denses, on pourrait penser
que leur destruction va entralner une complete chaoticité de 'espace des phases. Toutefois,
ils forment un ensemble de mesure nulle et laissent donc de la « place » pour que des tores
intégrables survivent?’. Le résultat final, qui fut démontré par Moser [131] et Arnold [3], est
que, pour une valeur suffisamment faible de la perturbation, une zone chaotique de mesure
finie apparait tandis que la majeure partie de I’espace des phases reste dominée par des
tores intégrables. Notons que la représentation de cet espace est toutefois délicate puisque
I’ensemble des tores qui survivent est fractal. Pour comprendre ce qu’il advient des tores
rationnels lorsque 1'on perturbe le systeme étudié, mentionnons a présent le théoréeme de
Poincaré-Birkhoff [22, 23, 37, 155]. Celui-ci stipule que lorsque lorsqu’un tore résonant se
brise, il laisse lieu & une alternance de points fixes?® elliptiques et hyperboliques. C’est ce
que l'on voit sur la figure 1.4, ou le tore résonant correspondant a p = 1/3 se casse, pour
laisser place a 3 iles intégrables centrées chacune sur un point fixe elliptique. Autour de ces
iles sont apparues des zones chaotiques qui émanent de 3 points fixes instables. Lorsque la
perturbation augmente, les zones chaotiques entourant les ilots elliptiques issus des différents

tores résonants fusionnent pour donner une seule grande mer stochastique.

25Ceci peut se comprendre sur un exemple simple : si Pon prend Pensemble des nombres rationnels p/q

entre 0 et 1, on obtient un ensemble dense de mesure nulle. Si ’on ajoute une petite zone chaotique de largeur

e~ P+ autour de chacun d’eux, la taille de cette zone est strictement plus petite que 1. On peut, par exemple,

e—a(pta) —

la majorer par » Pour a = 1, cette borne supérieure vaut a peu pres 0.09.

1
q>2,1<p<q (e¥+1)(e¥—1)2"
25Pour p = %, il apparait un nombre pair de points fixes, proportionnel & b.
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CHAPITRE 1. GRANDES DEVIATIONS ET CHAOTICITE

Séparatrices et chaos

Le dernier ingrédient qui permet de comprendre intuitivement ’apparition du chaos est
le devenir des séparatrices entourant des points fixes elliptiques et la raison pour laquelle la
couche stochastique apparait a leur niveau. A tout point fixe x4, on associe des variétés stable
et instable. La premiére correspond a I’ensemble des points qui convergent asymptotiquement
vers s a temps infini tandis que la deuxiéme correspond aux points qui étaient confondus

avec zs a t = —oo’’ (figure 1.3).

Ls

Fig. 1.3 : La variété stable W (x,) correspond & I'ensemble des points qui convergent vers x
lorsque t — oo. La variété instable W~ (x,) correspond a I'ensemble des points qui convergent vers
le point fixe xs lorsque t — —oc.

Imaginons deux points fixes hyperboliques z; et 22 entourant un point fixe elliptique ..
Pour un systeme intégrable, la variété stable de x1 correspondrait parfaitement a la variété
instable de x5 et réciproquement (figure 1.5.a). Ces variétés définiraient donc une séparatrice,
entre une région oscillant autour du point fixe elliptique et le reste de ’espace des phases.

On comprend aisément que ce cas est exceptionnel et que W+ (z1) et W~ (z2) ne sont
en général pas confondues. Effectivement, lorsque 'on perturbe un systéme intégrable, ces
variétés ne coincident plus et vont génériquement s’intersecter (figure 1.5.b). Nommons X un
tel point d’intersection. Puisque celui-ci est sur la variété stable de x1, tel est également le cas
de ses images par la dynamique. Mais puisque si ’on applique la dynamique renversée dans
le temps, les images de X reviennent sur X, celles-ci sont également sur la variété instable
de xo. Ainsi, on peut montrer que W™ (z1) et W™~ (z2) s’intersectent un nombre infini de fois.
En fait, tout point entre X et x1 est une intersection de W (z1) et W~ (z2). Ces dernieres
sont de plus en plus sinueuses et les images itérées de X remplissent « stochastiquement »
I'enchevétrement créé par W+ (z1) et W~ (z2). La premicre représentation d'un enchevétre-
ment, tel celui présenté figure 1.5, est due a Melnikov, qui représenta ce que Poincaré avait

décrit sans « oser » le dessiner.

Application de 1’algorithme

Regardons a présent les structures vers lesquelles converge la dynamique biaisée par les
Lyapunov le long de la transition vers le chaos. Notons que la méthode que nous avons

présentée dans la section 1.3 ne se limite pas au cas hamiltonien. En particulier, on pourrait

2Tautrement dit & la variété stable de la dynamique renversée dans le temps.
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1.4. QUELQUES APPLICATIONS

Fig. 1.4 : Trajectoires de l’application standard pour différentes valeurs de k. a :
Limite quasi intégrable k = 0,05, les lignes iso-p du cas intégrable sont légérement déformées, mais
on ne voit pas a cette échelle de tores intégrables détruits. b : Lorsque k augmente (ici k = 0,13),
les brisures de tores résonants sont plus apparentes. Le tore rationnel correspondant a p = % a laissé
place & 3 iles résonantes entourant 3 points fixes stables (elliptiques) et a 3 points fixes instables
dont émane une courbe séparatrice (en rouge). ¢, d et e : Au fur et & mesure que k augmente
(dans l'ordre k = 0,2; 0,4; 0,7) les courbes correspondant aux tores irrationnels se déforment de
plus en plus et les iles résonantes grandissent. f : Lorsque k est suffisamment grand (k = 0,9 ici),
on voit trés nettement la zone chaotique entourant les iles résonantes.
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W=(z1)  WH(zg)

— |l

X
1 xe. o
1 €2

_

Wt (z W (
Wt (z1) = W™ (x2) ) (@2)

a b

Fig. 1.5 : Deux points fixes instables z; et x5 entourant un point fixe stable z..
W+ et W~ correspondent respectivement aux variétés stables et instables. a : Cas intégrable. La
variété instable de x1 correspond a la variété stable de x5 et réciproquement. Ces variétés forment
une courbe séparatrice qui isole les trajectoires oscillant autour du point fixe stable x. du reste de
I'espace des phases. b : Cas chaotique. L'enchevétrement des variétés stables et instables de x1 et
xo correspond & une région ol les images des points semblent évoluer stochastiquement. (Adapté
de [151]).

la construire dans le cas des applications et non des flots. Il est toutefois plus simple de faire
le lien entre ces deux types d’évolution. Ainsi, I’application standard peut étre vue comme

une évolution continue en temps, que l'on regarde stroboscopiquement :

k
=0 ) = — sin(27 ourt € [2nd, (2n + 1)d
q p=_sin(2mg)  p [2nd, ( )d] (1.52)

g=p p=0 pour t € [(2n + 1)d, (2n + 2)0]

et algorithme peut donc étre appliqué directement. En particulier, la dynamique tangente

est donnée par
ug(n +1) = ug(n) + duy(n + 1) up(n + 1) = up(n) — kd cos(2mgy)uq(n) (1.53)

Pour @ = 1 dans un régime proche de l'intégrabilité (figure 1.6), les marcheurs se concentrent
sur la variété instable qui émane du point fixe instable (p = 0; ¢ = 0,5). On reconnait dans
I’encart une structure typique de ’enchevétrement décrit a la section précédente. Si I'on ap-
pliquait la dynamique biaisée sur 'application standard renversée dans le temps, on pourrait
construire également la variété stable et obtenir 1’enchevétrement homocline complet?®.

Lorsque le chaos augmente, de nombreuses résonances secondaires apparaissent, autour
desquelles de nouvelles zones chaotiques s’étendent. La couche la plus chaotique, qui est donc
la zone de convergence privilégiée des marcheurs, entoure la résonance principale. Notons ici

que les trajectoires intégrables sont des courbes de dimension 1. Elles séparent donc le plan

280n parle respectivement d’enchevétrements homocline et hétérocline lorsque les variétés stable et instable

appartiennent & un seul point fixe ou a deux points fixes distincts.
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Fig. 1.6 : Application standard - limite quasi-intégrable - § = 0,41, k = 1. Les trajectoires
de I'application standard non biaisée sont représentées en orange. En bleu, un millier de marcheurs
at = 10000, évoluant avec un bruit de variance ¢ = 107'6. ['application est trés légérement
chaotique et les marcheurs convergent pour o = 1 vers la trajectoire instable émanant du point fixe
instable. L'encart est élargi 75 fois.

Fig. 1.7 : Application standard - structures secondaires - = 1, k = 1. Les trajectoires de
I'application standard non biaisée sont représentées en orange. En bleu, un millier de marcheurs at =
10000, évoluant avec un bruit de variance € = 10~16. Plusieurs zones chaotiques secondaires sont
révélées, en commengant la simulation avec les marcheurs localisés dans différentes Tles intégrables

avec a = 1.
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CHAPITRE 1. GRANDES DEVIATIONS ET CHAOTICITE

Fig. 1.8 : Application standard - iles intégrables - 6 =1, k = 7,7 a = —1. Les trajectoires
de I'application standard non biaisée sont représentées en orange. En bleu, un millier de marcheurs
3t = 10000, évoluant avec un bruit de variance ¢ = 10716, Les quatre derniéres fles intégrables
sont localisées dans un cas fortement chaotique [39]. Les encarts sont agrandis de 25 (en bas a
droite) a 150 fois (haut) et sont centrés autour de : (0,207;0,09), (0,883;0,09), (0,116;—0,09)
et (0,8;—0,09).

(g, p), et jouent le role de barriere : les différentes couches chaotiques sont des états métastables
pour la diffusion des marcheurs (figure 1.7). Démarrant d’une ile intégrable secondaire, les
marcheurs peuplent dans un premier temps la couche stochastique qui ’entoure, avant de
converger vers des structures plus chaotiques.

Dans le cas d’un systeme extrémement chaotique, lorsque la mer stochastique remplit
quasiment tout I’espace des phases, la recherche d’iles intégrables devient un probleme difficile.
En basse dimension, 'utilisation d’un quadrillage systématique peut étre utilisé, mais cette
stratégie n’est pas applicable dés que le systeme possede plusieurs degrés de liberté. Ici,
nous utilisons de maniere alternative la dynamique biaisée avec o« = —1. Ce faisant, nous
favorisons des trajectoires intégrables et révélons des iles chaotiques [39] (figure 1.8). Le cas
de 'application standard amortie, qui est une application dissipative, est traitée dans I’annexe

C.

1.4.2.2 Toile d’Arnold
Diffusion d’Arnold

Si tout ce que nous avons décrit jusqu’a présent reste qualitativement valide en plus haute
dimension, il existe toutefois une différence majeure dés que le nombre de degrés de liberté
d’un systéme hamiltonien dépasse 2. En effet, on a vu jusqu’a présent que les tores KAM
séparent les différentes régions chaotiques de l'espace des phases. Ainsi, tant que la mer
stochastique n’a pas envahi ce dernier, il n’y a pas de diffusion « globale » : le systeme peut
parcourir stochastiquement de fines couches, mais reste prisonnier entre des tores invariants.
Les variables d’action ne sont certes plus des constantes du mouvement mais leurs variations
sont confinées.

Des que le nombre de degrés de liberté dépasse 2, la topologie de la couche chaotique

est profondément différente. En effet, un systeme hamiltonien ayant N degrés de liberté
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possede un espace des phases de dimension 2N. Puisque le Hamiltonien est nécessairement
une constante du mouvement, les trajectoires sont confinées sur des variétés de dimension
2N — 1. Par ailleurs, les tores rationnels correspondent a fixer les valeurs de N constantes
du mouvement et sont donc des variétés de dimension N. Pour qu’une sous-variété puisse
« séparer » un espace de dimension k, elle doit étre de dimension k—1. C’est par exemple le cas
des droites dans le plan, des plans dans ’espace, etc... Par contre, si elle est de dimensionnalité
plus faible, ce n’est plus le cas 2. De la méme maniere, des que N < 2N — 2, c’est-a-dire
N > 2, les tores rationnels ne séparent plus ’espace des phases en régions déconnectées. Ainsi,
des que le systeme est perturbé, les différentes couches stochastiques forment génériquement
une toile connexe sur laquelle le systeme diffuse. Entre autres, des variations globales des
variables d’action sont désormais possibles dés la moindre perturbation. Ce phénomene porte
le nom de diffusion d’Arnold [4]. Notons toutefois que cette diffusion est extrémement lente

lorsque la perturbation est faible.

Cette diffusion peut se comprendre de la manieére suivante. Si le systéme démarre dans le
voisinage d’un tore rationnel, il commence par « tomber » le long de sa variété instable. Celle-
ci coupe alors la variété stable d’'un autre tore, vers lequel évolue par conséquent le systeme,
avant de s’échapper le long de la variété instable de ce deuxieme tore et ainsi de suite. La
succession d’intersections de variétés stables et instables forment une sorte de « toboggan

stochastique » qui induit une diffusion dans l’espace des phases [16].

Notons que cette diffusion n’a pas qu’'une importance conceptuelle. En effet, elle est, par
exemple, préjudiciable dans les expériences de type synchrotron puisqu’elle peut déboucher
sur la déstabilisation précoce du faisceau d’électrons [160]. De méme, en mécanique céleste,
elle peut étre responsable de 1’éjection de corps apparemment stables. Sa détection numérique
fut par conséquent I'objet de nombreuses études. L’une des méthodes les plus célebres pour la
détecter est certainement l’analyse en fréquence [116], qui repose sur une analyse de Fourier
subtile et met en évidence une diffusion du vecteur w défini dans (1.50). Notons que cette
méthode est tres précise pour décrire les parties régulieres de ’espace des phases et c¢’est donc
la disparition de la régularité, plus que la quantification du chaos, qui est la signature d’une
zone stochastique. Elle repose toutefois sur un échantillonnage systématique de I’espace des
phases et est peu adaptée & I’échantillonnage de systemes de haute dimension. Au contraire,
la dynamique biaisée par les Lyapunov va directement se concentrer sur les régions chao-
tiques. En principe, rien n’interdirait de combiner ces deux types d’approches, par exemple

en proposant un taux de réplication dépendant de la constante de diffusion du vecteur w.

2%une droite ne sépare pas Pespace en deux régions déconnectées.

39Une évaluation non rigoureuse de la constante de diffusion dans une résonance définie par des fréquences
w; est donnée dans [45] : D ~ exp(—|w|/y/€) ol [w| =37, |wi| et € est P'intensité de la perturbation. Pour une

borne supérieure rigoureuse, voir les travaux de Nekhoroshev [139].
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Fig. 1.9 : Toile d’Arnold. Résultat de la simulation avec la dynamique biaisée (o« = 1) pour

différentes valeurs de . (de gauche & droite 1074, 3.1073, 3.1072). Le code couleur représente le
taux moyen de réplication. Les zones jaunes correspondent a des couches stochastiques tandis que
les parties violettes correspondent a des tores intégrables. Lorsque la perturbation est faible, on
reconnait les lignes de résonance. La largeur de la zone chaotique est d’autant plus faible que I'ordre
de la résonance est élevé.

Exemple

Considérons un systéme hamiltonien défini par [74] :

2
P; p
H=) T +pye+ (1.54)
— 2 SVl cosgi + N +2

1

Lorsque p = 0, le systeme est intégrable et les résonances sont définies par

N
Znipi =NN+1 n c ZN+1 (155)
=1

Pour de petites valeurs de p, le théoreme KAM prédit I’'apparition de fines couches chaotiques
autour de ces résonances. Lorsque N = 2, ces derniéres sont simplement des lignes dans le
plan (p1,p2). En utilisant la dynamique biaisée pour o« = 1, nous pouvons les localiser en
représentant le taux de réplication en fonction des valeur de p; et py (figure 1.9). On voit
apparaitre en jaune les régions avec un taux de clonage élevé qui correspondent aux couches
stochastiques apparues au niveau des résonances. Celles-ci forment bien un réseau de lignes
décrit par

nip1 +nip2 = ns (1.56)

Notons que si les trajectoires des marcheurs correspondent & celles de la diffusion d’Arnold,
la diffusion des actions est induite par le bruit que nous avons ajouté a la dynamique et est
donc beaucoup plus rapide que la réelle diffusion d’Arnold. Lorsque la perturbation augmente,
la taille des zones stochastiques s’accroit, celles-ci fusionnent alors suivant le mécanisme de
recouvrement de résonances [45] et le systeme entre dans un régime de chaos nettement plus
prononcé.

Des figures telles que 1.9 ont été obtenues dans [74] en calculant sur une grille les expo-

sants de Lyapunov aux temps courts. Bien qu’elle introduise de nombreux artefacts (comme
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la rupture de symétrie p; < p2), cette méthode permet de capturer l'essentiel de la diffu-
sion. Toutefois, elle est inapplicable en plus haute dimension puisque le nombre de points
nécessaires pour faire une grille augmente exponentiellement avec le nombre de degrés de
liberté.

A(t)

107!

102

10731 ]
_4 ) . .

: 10 103 10° 107
pi t
a b

Fig. 1.10 : Convergence pour u = 1072, a : Démarrant d'un point choisi au hasard (croix
blanche), les clones évoluent en trois temps : en jaune 0 < t < 160000, orange pour 160000 <
t < 2000000 et rouge pour 2100000 < ¢t < 2200000. La toile compléte est produite en répétant
I'opération en partant de différentes conditions initiales. Bien que la diffusion suive les traces de la
diffusion d’Arnold, le mouvement des marcheurs est induit par le bruit et est donc des ordres de
grandeurs plus rapide. b : Evolution de | ‘'exposant de Lyapunov au cours du temps. A chaque fois
que les marcheurs pénétrent dans une résonance plus chaotique, la courbe A1 (t) subit une inflexion.
La premiére partie, qui évolue en % est simplement due a la disparition de la condition initiale dans
le calcul de Ay (t) = 1 [T v; Ajjvdt

Pour quelques degrés de liberté de plus

Sur la figure 1.10.b, on représente I’évolution de l’exposant de Lyapunov maximal des
marcheurs lors d’une simulation reportée sur la figure 1.10.a. On voit qu’a chaque fois que
les marcheurs trouvent une zone de plus forte chaoticité (une résonance d’ordre plus petit),
une inflexion apparait dans la courbe de ’exposant de Lyapunov en fonction du temps. Si
des représentations explicites de ’espace des phases sont impossibles des que N > 2, il est
en revanche toujours possible de suivre I’évolution de A;(¢). Nous avons suivi cette approche
pour le systeme décrit par (1.54) avec N = 6. On voit sur la figure 1.11 que la courbe \;(t)

est marquée par deux inflexions. Si ’on connait les valeurs de pq, ..., pg, on peut regarder si
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elles sont solutions d’une équation diophantienne :
n1p1 + n2pe + N3p3 + naps + N5ps + nepe = N7 (1.57)

avec des n; entiers. C’est effectivement le cas au niveau de chaque inflexion : la premiere
correspond a la résonance d’ordre 6 (0,0,2,1,1,0,1) tandis que la deuxiéme correspond a
(0,0,1,1,1,0,1), qui est d’ordre 5. Notons que la limitation & N = 6 n’est pas due a la difficulté
d’appliquer la dynamique biaisée en plus haute dimension mais a la nécessité de résoudre
des équations diophantiennes dans des temps raisonnables (la complexité de 1'algorithme

augmentant exponentiellement avec V).

10-4 | (0,0,2,1,1,0,1) |
s
1075 + |
(0,0,1,1,1,0,1)._____,,,////z
10*6104 165 t 166 167

Fig. 1.11 : Localiser des résonances stochastiques en haute dimension. Evolution du
plus grand exposant de Lyapunov au cours du temps, pour une population de marcheurs simulés
avec la dynamique biaisée, a partir d’'une position générique. Le systéme correspondant est décrit
par le Hamiltonien (1.54), pour u = 5.10 %et N = 6. Les deux points d'inflexions indiqués par
des fléches correspondent aux temps d’arrivée dans des résonances, dont I'ordre est donné par

(n17 n2,n3, Ny, N5, Neg, n7).

Les systemes dynamiques composés de quelques planetes sont clairement a la portée de
ce type de simulation®!. La dynamique biaisée par les Lyapunov pourrait donc étre utilisée
en mécanique céleste pour sonder l’espace des phases au voisinage de trajectoires en accord
avec les données actuelles, dans l’esprit de [117]. Ce serait en particulier plus pertinent que
travailler sur des sections bidimensionnelles qui ne permettent pas un bon échantillonnage
des que N > 2. En particulier, rien n’assure aujourd’hui qu’il n’existe pas de trajectoires
en accord avec les données expérimentales prédisant des chaoticités plus faibles que celles
qui ont été mesurées. Utiliser la dynamique biaisée par les Lyapunov pour chercher de telles

trajectoires pourrait étre intéressant [89].

31Gj le systeme solaire est composé de 8 principales plandtes, soit 24 degrés de liberté, des méthodes de

moyennage permettent de réduire le probleme & 16 degrés de liberté [117].
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1.4.3 Chaine d’oscillateurs de Fermi-Pasta-Ulam
1.4.3.1 Présentation du modele

Quittons a présent le domaine des systemes dynamiques de basse dimension pour étudier
un probleme plus proche de la physique statistique : une chaine d’oscillateurs non-linéaires

introduite au début des années 50 par Fermi, Pasta et Ulam, définie par

H— al Pzz Y (Ti41 — fBi)Q (Tip1 — fL’i)4 1.58
=2 2t 2 2 M (1.58)
i=1 i=1

ol x4+ = 1. Cet Hamiltonien correspond a N particules couplées par des ressorts anhar-
moniques. Le cas § = 0 correspond a la limite intégrable : les particules sont reliées par des
ressorts harmoniques et les modes de Fourier correspondent a N oscillateurs harmoniques

indépendants de fréquences :

wy, = 2sin (7;\]7{:) (1.59)
Ce modele fut I'objet d’études numériques extensives au cours des 50 dernieres années (pour
une revue, voir [15]) en raison de la richesse de sa phénoménologie. Dés que (3 est non nulle,
la dynamique est chaotique. Toutefois, en partant de conditions initiales particulieres, ce
modele admet des solutions solitoniques tres régulieres, liées a I’équation de Korteveg-de Vries
modifiée [109, 198]. De méme, une instabilité de modulation mene & l'apparition de modes
de respiration chaotiques [47, 183] de courte durée de vie, lorsque ’on injecte de ’énergie
dans les modes de haute fréquence. Si I'on effectue une simulation de la chaine a I’équilibre,
on observe typiquement un mélange entre des structures localisées de courtes durées de vie

(solitons, modes de respiration) et un bain de phonons (figure 1.12).

1.4.3.2 Application de la dynamique biaisée par les Lyapunov

Nous nous intéressons ici aux phénomenes rencontrés lorsque le nombre de degrés de
liberté N est grand. Il faut donc faire attention a la maniere dont la probabilité des grandes
déviations varie avec N. En effet, la distribution observée de I’exposant de Lyapunov maximal
se pique autour de sa valeur typique [72] lorsque N augmente®. Il est donc raisonnable de

postuler une loi d’échelle pour P(A1,t) du type
P(A1,t) = exp[Nts(\1)] (1.60)
Si l’on calcule Z(a, t) telle que nous 'avons définie précédemment :

Z(a,t) = <e0‘)‘1t> (1.61)

32Ce qui ne signifie pas que celle-ci converge. En effet, il semblerait que (A1) diverge logarithmiquement
avec la taille du systéme [167]. En toute rigueur, il faudrait donc tenir compte du fait que le maximum de
P(X\1,t) se déplace avec N. Toutefois, nous n’irons pas & des tailles suffisamment grandes pour que cet effet

logarithmique soit sensible.
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Fig. 1.12 : Simulation & l’équilibre de la chaine FPU (N = 128, a = 0). Exemple
de simulation a I'équilibre de la chaine de Fermi-Pasta-Ulam. On voit un ensemble incohérent de
solitons de courte durée, superposé a un breather chaotique, caractérisé par une propagation non
rectiligne (zone sombre particulierement visible pour t € [5450, 5850]), plus lente que celle du
soliton.

elle sera dominée par les trajectoires dont I’exposant de Lyapunov maximal A\}* satisfait :
N\ = -« (1.62)

Le biais est donc de moins en moins fort lorsque N augmente. Dans la limite thermody-

namique

~/ ok «

SA)=——= =~ 0 1.63
W) =%~ (1.63)

et A\7* correspond donc a I’exposant typique : le biais est alors nul. Nous devons donc redéfinir

Z pour imposer des températures inverses & d’ordre N :

Z(a,t) = (exp[@NtA1]) ~ exp[Nti(a)] (1.64)

On a bien dans ce cas : ) =-a (1.65)

et le biais est indépendant de IN. Lorsque 'on applique la dynamique biaisée a un systeme de
N degrés de liberté, il faut donc le faire avec des températures inverses & d’ordre 1 et donc
« d’ordre N.

Dans le cadre de la chaine FPU, on favorise soit les configurations solitoniques en utilisant
des températures négatives, soit les modes de respirations chaotiques lorsque ’on favorise les

trajectoires chaotiques (a < 1). Pour observer cela, nous avons effectué des simulations de la
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Fig. 1.13 : Révéler un mode de respiration chaotique (N = 128, a = 5N) Simulation
a énergie et impulsion fixées (densité d'énergie E = 1) avec conditions aux bords périodiques. Le
niveau de gris représente |'énergie de chaque particule. Démarrant d’une configuration d'équilibre,
la dynamique révéle un mode de respiration chaotique dont I'exposant de Lyapunov est trois fois

I'exposant typique.

chaine FPU pour N = 128, avec a = 5 N et —5 IN. Le bruit utilisé était conservatif, aussi bien
en p qu’en H (cf annexe A). Les résultats, pour une densité d’énergie d’ordre 1 et 8 = 0, 1,
correspondant & la transition entre les régimes faiblement et fortement chaotiques [47], sont
présentés sur les figures 1.13 et 1.14. En biaisant de maniere & obtenir des exposants de
Lyapunov trois fois supérieurs a la valeur typique A}, nous observons un mode de respiration
chaotique. Réciproquement, contraignant le systéme & avoir un exposant A} /2, nous observons

une configuration avec quelques solitons de tres grande stabilité temporelle.

Finalement, notons que 'algorithme est toujours aussi efficace pour une taille de systéeme
huit fois plus grande. Ainsi, sur la figure 1.15, nous montrons le résultat d’une simulation
réalisée pour une chaine de 1024 particules avec o« = 5 V. A titre d’information, les simu-
lations pour N = 128 nécessitent une quarantaine de minutes sur un ordinateur de bureau
tandis que celles pour N = 1024 durent dix fois plus longtemps. Dans tous les cas, les confi-
gurations finales des trajectoires obtenues ont été utilisées comme conditions initiales pour
un intégrateur symplectique d’ordre 8 [197]. Ces simulations ont permis de vérifier qu’elles

correspondent bien & des trajectoires du systeme non bruité.
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Fig. 1.14 : Localiser des solitons (N = 128, a = 5 N). Simulation a énergie fixée (E = 1) avec
conditions aux bords fixes, obtenue en démarrant d’une configuration a I'équilibre microcanonique.
La figure montre la position de chaque particule en fonction du temps. Plusieurs solitons rebondissent
d'un bout a I'autre de la chaine. L'exposant de Lyapunov est égal a la moitié de sa valeur typique.
(Pour améliorer la visibilité, la position de chaque particule a été déplacée d'une quantité arbitraire.)

1.5 Energie libre dynamique et transition de phase

1.5.1 Présentation

Au dela de la détection de trajectoires rares, 'algorithme que nous avons présenté a la
section 1.3 peut également servir au calcul effectif de la fonction de partition dynamique et
de I’énergie libre associée. Nous pouvons ainsi étudier ’analycité de cette derniere et détecter
d’éventuelles transitions de phase. Ceci peut étre fait de deux manieres. On peut utiliser

directement la formule donnée & la section 1.3 :
1 I
pla,t) = n ;log R(n) (1.66)

ou R(n) correspond au taux spontané d’augmentation de la population de clones au pas n. Si
cette formule est exacte dans la limite o1 le nombre de clones est infini, elle fluctue pour des
populations finies, ce qui peut rendre I’estimation de p difficile. Une alternative est d’utiliser
I'intégration thermodynamique, introduite par Kirkwood [101] et couramment utilisée pour
les calculs d’énergie libre en dynamique moléculaire. Elle repose sur le calcul de la dérivée de

1 en fonction de « :

(@) = 4ot logemplatn]) = SLEREAD (167)

qui n’est rien d’autre que la moyenne®? de \; parmi la population des marcheurs a la tempéra-

ture a~. On peut ainsi effectuer le calcul de 1i/(a’) pour o/ entre 0 et « puis reconstruire u(a)

33Cette moyenne s’entend par rapport & la mesure (1.27).
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Fig. 1.15 : Révéler un mode de respiration chaotique (N = 1024, o« = 5 N). Simulation
a énergie et impulsion fixées (densité d'énergie E = 1) avec conditions aux bords périodiques. Le
niveau de gris représente |'énergie de chaque particule. Démarrant d’une configuration d'équilibre,

la dynamique révele a nouveau un mode de respiration chaotique.

en intégrant. Cette stratégie a 'avantage de lisser le bruit présent lors de I’évaluation directe
de u(a). Toutefois, lorsque (A1), présente une discontinuité, un échantillonnage grossier en
o/ se traduira par une erreur systématique sur p(c).

Si lon construit p(a) dans le cadre de I'application standard, par exemple pour § =
k = 1, on obtient le résultat présenté sur la figure 1.16. L’énergie libre dynamique p n’est
pas analytique en o = 0 : sa dérivée (A1), est en effet discontinue. C’est I’analogue d’une
transition de phase du premier ordre en physique statistique. Pour comprendre simplement

sa signification, il faut revenir a la définition de p :

oth(@) — Z(a,t) = /d)\let [s(A1)+ar] (1.68)

qui se traduit par p(a) = suplar; + s(A1)] = s(ATF) + aAT™ (1.69)
A1

On reconnait dans cette formule la transformée de Legendre usuelle qui donne 1’énergie libre
en fonction de I'entropie :

— BF = S%p[—ﬁE + S(E)] (1.70)

En se rappelant de la construction de Boltzmann des transformées de Legendre [161, 182, 189],
on voit qu'une discontinuité de la dérivée de u(a) correspond a une entropie s(A1) non concave,

présentée schématiquement sur la figure 1.17. La mesure est dominée par deux phases de
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Fig. 1.16 : Représentation de 1’énergie libre dynamique p(a) (croix rouges) et de

1

I’exposant de Lyapunov typique (carrés bleus) a température a~* en fonction de

a. La discontinuité en o = 0 est synonyme de transition de phase du premier ordre.

mesure finie : une correspondant a A\; = 0 (les ilots réguliers) et une a A1 > 0 correspondant &
la chaoticité typique de la zone stochastique. Celles-ci sont représentées sur la figure 1.18. Ces
résultats sont en accord avec ce que laissait présager des études précédentes de I’application
standard [169], dans lesquelles s(\1,t) fut construite pour des temps courts. Notons que la
connaissance de u(«) ne suffit pas dans ce cas a reconstruire s(\). En effet, si 'on effectue la

transformée de Legendre inverse :
§(A\1) = sup[p(a) — a] (1.71)

on récupere seulement ’enveloppe convexe de 'entropie. C’est le phénomene usuel d’inéqui-
valence d’ensemble lors des transitions de phase du premier ordre.

L’utilisation de fonctions de grandes déviations pour caractériser le type de « mélange »
que l'on observe dans I'espace des trajectoires est une approche intéressante, utilisée par
exemple avec succes pour I’étude des systémes cinétiquement contraints [76]. Il manque tou-
tefois un ingrédient fondamental des transitions de phase usuelles : « n’est pas un parametre
physique. Ainsi, tout ce qui se passe hors du point @ = 0 n’est pas pertinent en pratique
puisque cela ne concerne que des zones de mesures exponentielles faibles et que [’on ne pos-
sede pas génériquement de moyens physiques de favoriser ces régions. Autrement dit, on est en
général incapable d’amener expérimentalement le systeme a visiter ces régions en changeant

ses contraintes extérieures.
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s(A1) .
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Fig. 1.17 : Représentation schématique de ’entropie s()\;) correspondant a la dis-
continuité de la dérivée de u présentée sur la figure 1.16. Deux phases dominent la

mesure : I'une correspond aux iles intégrables et I'autre a la couche chaotique. En pointillé figure
I'enveloppe convexe § de I'entropie, que I'on obtiendrait en calculant la transformée de Legendre
inverse de p.

a=—004 T a=0.04

Fig. 1.18 : Configurations typiques pour « = +0,04. Les résultats de la dynamique biaisée
sont présentées en bleu, I'espace des phases de I'application standard.

L’une des grandes questions de la physique statistique hors d’équilibre est justement d’es-
sayer d’identifier le type d’observable physique, expérimentalement controlable, qui permette

de construire ce type d’approche.

1.5.2 Limite thermodynamique

Comme nous 'avons expliqué a la section 1.4.3.2, lorsque le systeme est extensif, il faut,
pour le biaiser, appliquer des températures extensives. La définition de I’énergie libre dyna-

mique doit par conséquent étre légerement modifiée :

(@, N, t) = % log (exp[NtaA]) (1.72)
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La question des transitions de phase se pose alors aux longs temps, dans la limite thermody-
namique. Il faut toutefois faire attention & l'ordre dans lequel on prend ces limites puisque
rien n’assure que celles-ci commutent. L’ordre « correct » dépend dans ce cas de la situation
expérimentale décrite. Considérons un systeme dont I’échelle de temps maximale®* correspond
a un temps 71. Si on I'étudie sur des temps supérieurs a 71, alors il est naturel de prendre
la limite ¢ — oo avant la limite thermodynamique. Dans le cas inverse, probablement plus

pertinent d’un point de vue expérimental®’, la limite de N grand doit étre prise en premier.

1.6 Spectre d’exposants de Lyapunov

Comme nous 'avons dit précédemment, le plus grand exposant de Lyapunov est une quan-
tité importante : sa non nullité suffit a impliquer la chaoticité d’un systeme, il en fixe la limite
de prédictibilité, etc. Toutefois, la connaissance du spectre complet d’exposants de Lyapunov
permet une connaissance plus intime du systeme. Tout d’abord, comme nous ’avons men-
tionné précédemment, la question de la convergence dans la limite thermodynamique du plus
grand exposant de Lyapunov n’est pas évidente et pour certains systemes une divergence
logarithmique semble avoir été observée [167]. Au contraire, la somme des exposants de Lya-
punov positifs semble admettre une bonne limite. De plus, le théoréme de Pesin [154] stipule
que celle-ci est égale a 'entropie métrique ou entropie de Kolmogorov-Sinai [104, 106, 171]
(KS)?°. Cette notion joue un role fondamental dans la théorie des systémes dynamiques en
ce sens qu’elle quantifie la « perte » d’information au cours du temps. Si ’on souhaite donner
avec une précision fixée la position initiale d’un systeme dynamique a partir de la connais-
sance de sa position au temps ¢, 'entropie KS correspond schématiquement au nombre de
décimales supplémentaires qu’il faut fournir lorsque ¢ augmente d’une unité.

Géométriquement, nous avons vu que le plus grand exposant de Lyapunov correspond a
I’étirement typique d’un vecteur tangent. Il est donc naturel de penser que pour étudier plu-
sieurs Lyapunov, nous allons devoir regarder ’évolution de volumes de différentes dimensions
dans 'espace des phases. Nous montrerons effectivement ci-dessous que la somme des k plus
grands exposants de Lyapunov correspond au taux d’expansion d'un k-volume. Nous pré-
senterons alors la méthode classiquement utilisée pour déterminer le spectre d’exposants et
montrerons comment adapter la stratégie présentée pour A\; au calcul des grandes déviations

des autres exposants.

1.6.1 Exposants de Lyapunov et k-volume

Montrons tout d’abord que la somme des k plus grands exposants de Lyapunov est bien

donnée par le taux exponentiel d’expansion d’un k-volume. Si I'on considere k vecteurs tan-

34celle-ci correspondant, par exemple, au temps nécessaire pour échantillonner tout Pespace des phases.

35Par exemple, quand on observe un matériau ferromagnétique, on assiste rarement au retournement de son
aimantation.

36pour une introduction pédagogique, se reporter & [10].
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gents u1(0), ..., ur(0), on peut construire un k—vecteur ui(0)A- - -Aug(0). Celui-ci représente

un k volume orienté et son évolution est donnée par
V(t)=U({)ui(0) A--- AU(t)ug(0) (1.73)

Notons que le produit naturel de ’algebre extérieure dans laquelle vivent les k-vecteurs est
donné par
(ug A+~ ANuglog A--- Avog) = det M (1.74)

oll M est la matrice définie par®”
Mij =U; Yy (1.75)

Cette formule peut sembler étonnante, mais elle dit simplement que si les u; et v; font partie
de la méme base orthonormée, le produit scalaire (|) est non nul si et seulement si les u; sont
une permutation des v; et qu’il est dans ce cas égal a la signature de cette permutation. La
généralisation a des familles arbitraires se fait grace a la multilinéarité du produit extérieur
et la distributivité du produit scalaire. Le carré de la norme du volume (1.73) est alors donné
par

V6P = (Ut (0) A+ AU #)ur(0)|U(#)ur (0) A+ AU (t)ur(0)) (1.76)

Par définition de I'adjoint UT, (1.76) se met sous la forme :
V() = (u1(0) A -+ Aug(0), UT(U (#)uy (0) A --- AUT(#)U (t)ug(0)) (1.77)

Supposons tout d’abord que les u;(0) soient des vecteurs propres orthonormaux de U ()U (),

de valeur propre correspondante p; = exp[2tA;(t)]. Le carré de la norme de V' est alors :

VO = g1 pe(wr(0) A Aug(0), wr (0) A - Aug(0)) = g . .. gy = 2O+ +Ak ()]
(1.78)

1
Ainsi, aux temps longs, 7 log |[V(t)| = Mi(t) + - + A(t) (1.79)

Si l'on considere désormais des vecteurs u;(0) quelconques, on peut les décomposer sur les

vecteurs propres de UTU (t) que nous appelons désormais e;. Notons M la matrice n x k

1 1 1
Uy Uy ... Ug
2 wd ... ol
M= _ (1.80)
n n n
ul u2 .. uk

de décomposition des u;(0) sur les e; :

u;(0) = zn:u{ej (1.81)
j=1

3T - v; représente le produit scalaire euclidien de R™ si les vecteurs sont de dimensions n.
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Le k-vecteur peut alors étre décomposé sous la forme :

n
wi(0) A - Aug(0 (Z ul e“> N ALY it (1.82)

1 1 Zkil

Puisqu’un produit extérieur contenant deux fois le méme vecteur est nul, (1.82) se réduit a

wr(0) A Aug(0) = Y uit L ute, A Aey (1.83)
110k
ou 'on somme sur tous les k-uplets (i1,...,4x) ne contenant pas deux fois le méme indice.

Notons que si ’on ordonne les vecteurs unitaires, le produit s’écrit alors

w1 (0) A+ Aug(0 Z Z U(“ ) .ug(ik)eil N Aeg, (1.84)

11<<tp, O

ou o est une permutation de (i1,...,i) et £(o) sa signature (le nombre de transpositions
qui la composent). Notons que M;, 4, = >, e(a)u({(“) e uz(%) est le mineur d’ordre k de la

matrice (1.80) obtenue en ne retenant que les lignes correspondant a e;, ... e;, .
Comme mentionné précédemment, deux k-volumes e;, A --- A e;, ne partageant pas les
meémes vecteurs sont orthogonaux. Vj(0) est par conséquent une combinaison linéaire de k-

vecteurs orthogonaux, construits sur des vecteurs propres unitaires de U tU -
Z 11 Zk 21 ’Lk (185)
11 <o <ip
ouV;, 4. =ei A---Ne;.. L'application de UTU se traduit donc ici par

UlUui (0) A+ AUTOue(0) = > My, 5 UTUe; A+ AUTUe;,

11 <o <ip

= Z M7,17,klul1 - iy €4y ANRERA €

i1<~~<’ik

(1.86)

et donc

|Vk(t)|2 = < Z Mj, . juej N Neg, Z M, iy btiy - - - i€y A - A eik>
(1.87)

J1<<Jk i1 <<
S
11 <<l
Finalement : Vi (t) Z 2 e e2tNiy () +2iy (1)] (1.88)
11 <o <ip

Aux temps longs, cette somme est dominée exponentiellement par e2M B+ +Xe®] oy leg

Ai(t) ont été rangés dans 'ordre décroissant. Ainsi

logIVk( 2 Mt (1.89)
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1.6.2 Procédé de Gram-Schmidt

Si la construction présentée dans la section précédente est théoriquement satisfaisante,
son implémentation numérique est difficile et la définition d’une fonction de grandes dévia-
tions pour le k° exposant de Lyapunov n’apparait pas clairement. La difficulté numérique
vient du fait que pour le calcul de ’accroissement du k-volume, on est naturellement amené
a renormaliser les vecteurs que l'on utilise pour éviter d’avoir a manipuler des nombres ex-
ponentiellement grands. Or, les k vecteurs que ’on évolue ont tous des composantes - aussi
petites soient-elles - qui vont s’étirer dans la direction de plus grande extension. Lors de la
renormalisation, ces composantes vont donc 'emporter sur les autres et I’arrondi numérique

rend impossible I’évaluation du volume (figure 1.19).

L. L »

a b c d e

Fig. 1.19 : Evolution typique de deux vecteurs tangents. Deux vecteurs tangents ini-
tialement orthogonaux (a) évoluent typiquement en s'étirant beaucoup plus rapidement dans la
direction de A1 (b). Lors de leur renormalisation (c), ils tendent a dégénérer. Le phénomene d’ali-
gnement s'amplifie lorsqu’ils évoluent & nouveau (d), jusqu'a ce que I'arrondi numérique entraine

leur dégénérescence exacte (e).

Une alternative fut proposée par Benetin et al. [12, 13] et Shimada et Naghishima [170] via
l'utilisation d’une procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (voir également [195]) :
on évolue une base orthonormée de dimension k, que ’on orthonormalise régulierement. Les
exposants sont alors calculés a partir des facteurs de renormalisation des vecteurs de la base.

1.6.2.1 Deuxieéme exposant de Lyapunov

Pour comprendre ce procédé sur un exemple simple, considérons le cas de deux vecteurs

u1 et wo non paralleles qui évoluent suivant
u, = —Auq, wy = —Aws (1.90)
Le volume qu’ils engendrent est défini par
Vo =up Awa (1.91)

wo peut se décomposer en une partie parallele a u; et une orthogonale :

Uy - w2 U - w2

uz-u; =0 (1.92)
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V5 est alors égal a Vo =u1 Aus (1.93)

car w1 A w1 = 0. Plutét qu’évoluer wo, on peut écrire ’évolution du vecteur us en dérivant
(1.92) et utilisant (1.90) :
uy - Aug + us - Auq

ﬁz = —A’lLQ +uq (1.94)
U - U

Cette évolution est plus complexe que celle de wy mais est tres simple a implémenter numé-
riquement : on démarre avec un couple de vecteurs (w1, ug) orthogonaux, on les fait évoluer
tous les deux avec la dynamique (1.90), puis on retire & us sa composante suivant u;. Puisque
les volumes engendrés par u; et wo d’une part et par u; et us d’autre part sont égaux, ce
dernier nous permet toujours de calculer le deuxieme exposant de Lyapunov. De plus le lien
entre \1, Ao et w1, wo est alors tres simple. En effet, ’évolution de la norme de V5 est donnée
par

d 2

— u; AN ug|ul AN u
g” 1 A ug|ug A ug)

= E<
= 2<u1 N ’U,2|’LL1 VAN ’UQ> + 2<u1 VAN u2|u1 VAN UQ>
uy - Aug + us - Auq

= —2(Au; AN ug|u; Aug) + 2<u1 AN —Aus + uq ‘ul A u2>
(1.95)

En utilisant la définition du produit scalaire (1.74), le fait que uy - u2 = 0 et u; A u; = 0,

ul - U

I’équation précédente se réduit a

A A 2 0
R i NP (1.96)
dt 0 |u2’ uy - Aug  ug - Aus

En introduisant les vecteur unitaires v, = I%\ et vy = ﬁj—;, ceci se réécrit :

d
a|V2|2 = —2|'U,1|2|’U,2|2(’01 - Avy + vy - A’UQ) (197)
Par ailleurs, puisque u; et ug sont orthogonaux, |Va| = |uq||uz|. Ainsi, 'équation précédente
s’écrit : 4
&‘VQF = —2(1)1 - Avy + vy - AUQ)‘VQ‘Q (1.98)
et s'intégre en IVa|(t) = e~ Jo dH{vr-AvitvzAva} 1y ) (1.99)
Finalement :
1 t
)\1(15) + /\Q(t) = _t/ dt {’01 . A’Ul + vg - AUQ} t—> )\1 + )\2 (1.100)
0 —00
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Par ailleurs, on sait depuis I’équation (1.9) que

M) = —1/Otdt{v1-Av1} (1.101)

et 'on a donc une définition pour Ao(¢) indépendante des autres \; :

Nolt) = —1/; dt {v - Av,} (1.102)

Tout comme 1’évolution de vq s’obtient & partir de celle de w; en imposant une norme
constante
v = —Avi + vl(vl . Avl) (1103)

celle de vy s’obtient a partie de celle de us :

Uy = —Avy + v1(v1 - Avg + vg - Avy) + va2(vy - Avg) (1.104)

1.6.2.2 k° exposant de Lyapunov

La généralisation au k°® exposant de Lyapunov est naturelle. On démarre avec k vecteurs

w; évoluant sous la dynamique tangente

Ils définissent un volume Vi = wi A - - - A wg, qui est par ailleurs égal a celui engendré par les

k vecteurs orthogonaux u; définis par

Uy = wiq
Uy - W2
Uy = w2 — Uy
Uy - uy
(1.106)
s S
Jj %k
Up = Wi — u;
e Z: Tuj - uy
7j=1
L’évolution des u; s’obtient a partir de celles des w; :
1—1
. u; - Auj +u; - Au;
i = —Au; + > uj— TU'|2 il (1.107)
=1 !

Il est immédiat de vérifier que si les u; sont orthogonaux au temps t, ils le restent, en
constatant que %(ui -uj) = 0. Puisque si un w; est présent deux fois dans un produit

extérieur, celui-ci est nul, on trouve :
UL A AU, =W A Awp =V, (1.108)

De plus, les u; étant tous orthogonaux
k
Vil = ]l (1.109)
i=1
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Montrons & présent comment écrire |Vj| sous la forme de 'exponentielle d’une intégrale :

d
akaF =2 (ur A At A Auglug A ug) (1.110)
j

La seule contribution non nulle de u; au produit extérieur est celle qui n’est pas explicitement

parallele aux autres u; :

d
E|Vk|2 = 2Z<u1 Ao N=Auj A Nuglug A oug) (1.111)
J

On doit donc calculer une somme de déterminants du type>®

Jus [? 0 0
0 |ug|? 0 0
2 2 2 2
=lui]*... |wj_1|"u;-Au;|u,; oo
uy - Au;  ug - Au; uj - Au; uy - Auy, ol [uj—1[Posj- Al [ur
0
0 Ju,|?
(1.112)
q k k
Ainsi &yv,ﬁ = 2] |wil*>_ vi- Av; (1.113)
i=1 i=1
ou v; est le vecteur unitaire \ZEI dont I’évolution est donnée par
i—1
v, = —Av; + ’UZ’('UZ‘ . A’Ui) -+ Zvj(vi . A’Uj +v;- A’Ui) (1.114)
j=1
En utilisant 1’équation (1.109), 'évolution de la norme |Vj| s’écrit :
d k
a|v,€|2 = —2|V;|? z;v - Av; (1.115)
et donc
t
|Vk(t)‘ — e—2f0 dt{Zi;l 'UZA'Uz}|Vk(O)’ (1.116)
On est ainsi amené a définir le k-eme exposant de Lyapunov au temps ¢ par
1 t
)\k(t) = _t/ dt {’Uk . A’Uk} (1.117)
0

A nouveau, ce formalisme peut sembler compliqué, mais les équations (1.114) ont une interpré-
tation tres simple : supposons que 1’on fasse évoluer k vecteurs v; initialement orthonormaux
avec la dynamique tangente

v; = —Av; (1.118)

38Le résultat s’obtient immédiatement en développant par rapport & la premiére ligne, puis & la deuxieéme,

etc.
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et qu’a chaque pas de temps dt, on les réorthogonalise, puis renormalise, en nommant N;(t)
le facteur de renormalisation du vecteur v; aprés orthogonalisation. Alors, lorsque dt tend

vers 0, la dynamique des vecteurs v; tends vers la dynamique (1.114) et

[TTI% (0 = exp ( - /Ot Y w; Avj) — exp ( - tZ)\j(t)) (1.119)

(1.114) correspond donc a la version continue en temps du procédé de Gram-Schmidt [195].

C’est la base du calcul des k exposants de Lyapunov et de leur fonction de grandes déviations.

1.6.3 Grandes déviations du k® exposant de Lyapunov

Pour calculer la fonction de grandes déviations du k° exposant de Lyapunov, on doit donc

évaluer

Z(a, 1) = (el oetve) o (|t (N @) Py gy, py, wg) ~ ¥ (1120)

traj.

pr (o) est donc 'opposé de la plus basse valeur propre de l'opérateur d’évolution H —

aiN(vy), ou

N
H? OH 0O OH 0
H= g ono
Z{ “op? * opi 0q;  Ogi 8pz~}

2N P i1 (1.121)
T Z v, Av; — (v; - Av;)v; — Zvj(vi cAvj +vj - Av;)
i=1 v =1
ot N(vy) = —vy, - Avy, (1.122)

Concretement, pour calculer cette fonction de grandes déviations, on procede de la maniere
suivante : on consideére une population de A" marcheurs, qui évoluent dans ’espace des phases
avec la dynamique hamiltonienne bruitée (1.29). A chaque marcheur sont attachés k vecteurs

unitaires v; qui évoluent suivant la dynamique tangente
’l')i = —A’Ui (1123)

A chaque pas de temps n, on effectue alors une procédure de Gram-Schmidt :
on renormalise v; et 'on note Ni(n) le facteur de renormalisation,
on retire v1(vg - v1) & v2, ce qui le rend orthogonal & v1, puis on le renormalise. On

note Na(n) le facteur de renormalisation,

on retire vy (v; - vy) au vecteur v; pour 1 <k < j, ce qui rend v; orthogonal aux j —1

premiers. On le renormalise alors et note N;(n) le facteur de renormalisation.
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On clone alors chaque particule avec un taux égal a Ni(n)®. Pour cela, on tire au hasard
un nombre € entre 0 et 1 et 'on calcule 7 = |& + Ni(n)** ] :

e si 7 = 0, on supprime le clone,

e si 7> 1, on en crée T — 1 copies identiques.

On renormalise ensuite la population complete pour la garder constante et ’on note Ry (n)

le facteur de renormalisation. La fonction de grandes déviations est alors donnée par
(ax) = lim =3 log Re(n) (1.124)
MOk _tiglotnog k(1 .

Toute la partie réplication de cet algorithme est évidemment identique a celle utilisée pour

le calcul de Z(A1,t), ou 'on a remplacé le taux d’expansion de vy par celui de vg.

1.6.4 Grandes déviations de ’entropie de Kolmogorov-Sinai

L’entropie de Kolmogorov-Sinai est égale d’apres le théoreme de Pesin [154] a la somme
des exposants de Lyapunov positifs. Dans le cas d’un systéme hamiltonien sans friction, les

exposants se regroupent par paire A, —\ et

N
his = i (1.125)
i=1
Pour calculer la fonction de grandes déviations de hxg, il faut donc calculer

1 ¢ v,

firyes (@) = lim —log <e_°‘ Jo a{ZE, ”Z'A“z}> (1.126)
—00

On obtient cela en remplacant dans la section précédente le taux de clonage Ni(n)®* par

[T, Ni(n)*. Notons que hgs est généralement extensive en N et c’est donc T Hhges (@) qui

est intensive et non pas pp .-

1.6.5 Probabilité jointe

On peut également s’interroger sur les distributions de probabilités jointes des exposants
de Lyapunov. Si P(Aq,...,Aan,t) représente la distribution de probabilité que le systéeme
au temps t ait des exposants de Lyapunov Ai,..., Ay, on peut construire une fonction de

grandes déviations en prenant 2N transformées de Laplace :
plan, ..., con) = tlggo log <e_t(a1)‘1+"'+a2N)‘2N)> = tlgg() log <e* Jo {2, O‘i”iA“"}> (1.127)

. P 2N ;
Pour calculer p, il suffit alors de remplacer le taux de réplication par [[;2; N/*'. Cela est
particulierement intéressant en raison de relations de fluctuations récemment proposées pour

ce type de quantité [43, 44].
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1.7 Conclusion

Dans cette partie, nous avons montré comment le formalisme des grandes déviations peut
étre appliqué aux systemes dynamiques pour étudier des trajectoires rares. Pour cela, nous
avons construit un thermostat numérique pour la chaoticité. Bien que I'analogie avec la phy-
sique statistique soit purement formelle, nous disposons la d’un outil pratique permettant,
en faisant varier la « température », de sélectionner des trajectoires de chaoticité désirée.
Au dela de la beauté du formalisme sous-jacent, le principal attrait de cette méthode est
son applicabilité en haute dimension. Nous avons ainsi pu sélectionner des trajectoires tres
atypiques dans un systeme de plus de mille degrés de liberté. L’exportation du langage des
transitions de phase a un contexte dynamique est également un ingrédient séduisant de ce
mariage entre physique statistique et systemes dynamiques. Toutefois, I'impossibilité d’exer-
cer un controle expérimental de la température o' limite la portée de ce formalisme. Une
grande partie des résultats présentés dans ce chapitre correspond aux publications P2 et P6,
réalisées en collaboration avec Jorge Kurchan.

Concluons en mentionnant que le type d’algorithme introduit a la section 1.3 ne se limite
ni aux exposants de Lyapunov, ni aux systémes dynamiques étudiés dans ce chapitre. Au
chapitre suivant, nous allons en présenter une généralisation a d’autres types d’observables,

dans le cadre des chaines de Markov en temps continu.
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Chapitre 2

Grandes déviations et temps

continu

2.1 Introduction

La dynamique présentée dans la partie précédente peut-étre généralisée a des classes d’ob-
servables plus larges que les seuls exposants de Lyapunov. Une telle méthode fut présentée
indépendamment par Giardina, Kurchan et Peliti [80] dans le cadre des chaines de Markov
en temps discret. Si un grand nombre de systémes tombent dans cette classe, la plupart des
systemes physiques sont toutefois naturellement définis en temps continu et leur évolution
doit donc étre discrétisée pour que ’'on puisse appliquer I’algorithme proposé dans [80]. Cette
stratégie fut suivie avec succes par Giardina et al. pour le gaz de Lorentz [80], mais elle pose
des problemes importants. Tout d’abord, une telle discrétisation repose sur le choix d’un pas
de temps dt arbitraire. Ce dernier doit étre suffisamment faible pour minimiser les erreurs
dues a la discrétisation, mais efficacité de l'algorithme est dramatiquement altérée par un
dt trop faible. En effet, des valeurs trop petites ne font qu’allonger inutilement la durée de
simulation, la plupart des pas de temps étant perdus a rejeter des événements. On pourrait
penser qu’il suffit de déterminer 1’échelle de temps microscopique « typique » du systéme puis
de la diviser par un facteur d’ordre 10 pour obtenir une valeur de dt¢ raisonnable. Cependant,
méme si la dynamique d’un systéme est caractérisée par une échelle de temps typique 7, rien
n’assure que ses grandes déviations ne dépendent pas fortement d’échelles de temps tres dif-
férentes. Par exemple, si ’on choisit de simuler un trafic autoroutier, les grandes déviations
du courant sont dominées par des embouteillages (courant faible) ou des trajectoires quasi
balistiques (trafic parfaitement fluide), le « taux » de transition du systéme variant de O(1)
a O(N). De maniére plus générale, lors qu’une transition de phase dynamique [119, 120] a
lieu, les grandes déviations peuvent impliquer des trajectoires présentant des temps carac-
téristiques qui suivent des lois d’échelles différentes avec la taille du systeme. On est alors

obligé de recourir a une simulation en temps continu.
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2.2 Grandes déviations

Par souci de cohérence, nous présentons dans cette section le formalisme des grandes dé-
viations appliqué précédemment aux exposants de Lyapunov (section 1.2.4.2) dans un cadre
plus général. Considérons un systéeme dont on souhaite étudier les grandes déviations d’ob-

servables que ’on suppose de la forme suivante :

1 t
et dont on note o(t) = / m(t")dt’ (2.2)
0

la version intensive en temps. Si cette classe contient entre autres les moyennes d’observables
statiques, (2.2) décrit toutefois un ensemble beaucoup plus large. Par exemple, si 7(t’) cor-
respond au taux d’expansion d’un k-volume de ’espace des phases, o(t) est la somme des k
premiers exposants de Lyapunov au temps t. De méme, si 'on considere un gaz sur réseau
unidimensionnel et que ’on associe respectivement m = 1 et 7 = —1 a chaque saut d’une
particule vers la droite ou vers la gauche, alors o(t) représente le courant moyen entre les
temps 0 et ¢ et O(t) le courant total.

Pour quantifier les fluctuations de I'observable O(t), on cherche a calculer la fonction de
grandes déviations de sa distribution de probabilité. Si I'on note P(o,t) la probabilité que
o(t) = o, celle-ci est définie par

Plot) = 08 s(01) = %log[P(o,t)] — s(0) (2.3)
Notons que si cette loi d’échelle est fréquente en physique statistique d’équilibre (cf section
1.2.4.2), elle n’est toutefois pas garantie. Par exemple, dans le cas ou la queue de P(o,t) serait
une loi de puissance, s(o) serait nulle.

Rappelons & nouveau I’analogie entre s(0) et une entropie en physique statistique d’équi-
libre. Lorsque on construit I’ensemble microcanonique, on définit' la densité d’entropie s
comme

S(E) = %log Q(E) (2.4)

ou V est le volume du systeme étudié et 2(E) le nombre d’états d’énergie E. L’analogie entre
ces deux formulations n’est pas anodine, puisque ’on peut reformuler la physique statistique
d’équilibre en terme de fonctions de grandes déviations [68]. Nous poursuivrons a nouveau
cette analogie tout au long de cette étude. Comme dans la section 1.2.4.2, on préfere travailler
dans I'ensemble canonique plutét que microcanonique et ’on introduit pour cela la fonction
génératrice des moments de o :

Zo(ant) = () = / doc™P(o,t) ~  elhol@) (2.5)

t—o00

!La constante de Boltzmann étant prise égale & 1.
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Lo étant la fonction génératrice des cumulants de o. Comme expliqué a la section 1.2.4.2, la dé-
termination numérique de ces fonctions est difficile, car une simulation standard échantillonne

les trajectoires telles que

s'(0) =0 (2.6)

alors que Z est dominée par les trajectoires qui satisfont
s'(0) = —a (2.7)

La probabilité d’observer ces dernieres est exponentiellement petite en ¢ et nécessite donc un
nombre exponentiellement grand de simulations.

Dans la suite de ce chapitre, nous rappelons d’abord dans la section 2.3.1 le formalisme des
chaines de Markov en temps continu et définissons les fonctions de grandes déviations. Nous
présentons ensuite ’algorithme dans la section 2.3.3 avant de ’appliquer a trois exemples dans
la section 2.4 : le processus d’exclusion symétrique, son pendant asymétrique, qui présente
I'intérét d’étre spontanément hors équilibre, et le processus de contact en champ, ot une

transition de phase dynamique a lieu.

2.3 Formalisme et algorithme

2.3.1 Chaines de Markov en temps continu

Considérons un systéme décrit par un nombre fini de configurations {C}, dont I’évolution
est déterminée par des taux de transition W(C — C’) entre différentes configurations. La

probabilité P(C,t) de trouver le systéeme en C au temps ¢ évolue suivant I’équation maitresse

OP(C,t) =Y W(C —C)P(C,t) —r(C)P(C,t) (2.8)
C'#C

ou le taux d’échappement r(C) est donné par

r€) =Y W(C-<C) (2.9)

C'#C

Lors d’une trajectoire typique, ce systeme part d’une configuration initiale Cy et visite un

ensemble de configurations {C }o<k<k, sautant de Cj a Ci41 au temps ¢4, avec une proba-

bilit e Cet)
Cy+1 sont, par construction, distinctes. Le nombre total de sauts K fluctue, puisque le temps

(voir figure 2.1). Notons que contrairement aux cas en temps discret, Cy, et

passé dans chaque configuration est une variable aléatoire. Si le systeme arrive au temps tg
dans la configuration Cp, I’évolution suivante a lieu a un temps ¢;, distribué suivant une loi

de Poisson :

p(tl‘CQ, to) = T‘(Co)e_(tl_to)r(co) (2.10)
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Co Ci Ca Ck-1 Ck C=Ck

Fig. 2.1 : Une histoire typique du systéme. Les intervalles entre les changements de configu-
ration sont des variables aléatoires distribuées selon des lois de Poisson dépendant de la configuration
de départ. Le nombre total de changements de configuration entre 0 et t, noté K, fluctue entre les
histoires.

2.3.2 Fonction de grandes déviations

Considérons une observable A extensive en temps, pouvant étre décomposée comme une

somme de contributions élémentaires m¢, ¢, , le long d’une histoire {Cr}o<k<k :

A= Z TCLChin (2.11)
0<k<K-1

Cette forme est peu restrictive et la plupart des observables généralement étudiées tombent
dans cette classe. Par exemple, si A est le courant total d’'un modele de gaz sur réseau uni-
dimensionnel, meer est la contribution d’un saut élémentaire (voir section 2.4.1). La fonction

de partition dynamique (2.5) s’écrit alors :

Z(ayt) = (e ~ eltal®) (2.12)

t—oo

ou la moyenne (...) est prise sur toutes les histoires entre 0 et ¢, et a = A(t)/t est intensive

en temps. La fonction de grandes déviations pu,(«) est la transformée de Legendre de s(a) :
pa() = max[s(a) + aa] (2.13)
a

Sous des conditions relativement générales [68], cette formule peut étre inversée et on récupere

s(a) a partir de la connaissance de pq () :
s(a) = max [pq () — ] (2.14)
6

Pour calculer Z(«,t), commengons par introduire I’équation maitresse satisfaite par la pro-
babilité jointe P(C, A,t) d’étre dans la configuration C au temps t avec A(t) = A :

OP(C,At)= > W(C VP(C', A — meie,t) —r(C)P(C, A,t) (2.15)
C'#£C

La transformée de Laplace P(C,a,t) = , e*P(C, A,t) évolue alors suivant

OP(Cat) =) Wal VP(C a,t) —r(C)P(C,a,t) (2.16)
C'4C
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ou les taux modifiés W, sont donnés par
Wo(C'— C) = e*™ceW(C' — C) (2.17)

De I'équation (2.16), on déduit que Z(a,t) = > P(C,a,t) se comporte aux temps longs
comme e#e(®) o1 p,(a) est la plus grande valeur propre d’un opérateur d’évolution (qui ne
conserve pas la probabilité). Cela justifie a posteriori la loi d’échelle décrite dans (2.12). La
détermination de la fonction de grandes déviations pu,(«) revient alors au calcul de cette

valeur propre, que nous effectuons dans la section suivante.

2.3.3 Dynamique de population

Considérons la chaine de Markov modifiée, définie par les taux Wy, dont I'opérateur d’évo-
lution s’écrit :

(Wa)ccl = Wa(cl - C) - Ta(c)(SCC/ (2'18)

oll ra(C) =Y Wa(C—C) (2.19)
-

L’évolution de P(C, a,t) s’écrit :

O P(Ca,t) =Y (Wa)oer P(C 1) + [ra(C) — 1(C)]P(C, o t) (2.20)

c/
La dynamique correspondante alterne entre des changements de configuration déterminés
par les taux W, et des évolutions exponentielles de taux ro(C) —r(C) de P(C,a,t). Ces deux
régimes correspondent respectivement aux premier et second termes du membre de droite de
I’équation (2.20). En particulier, on montre dans I’annexe D que le calcul de Z(«, t) se résume

N

a
Z(a,t) = <ef5 ra[c<t'>1—r[c<t/>1dt/> (2.21)

[0}

ou la moyenne (...), est prise sur toutes les trajectoires allant du temps 0 au temps ¢ de la
dynamique modifiée par « (2.17). Le changement de taux W — W, peut étre vu comme une
version de la procédure nommée importance sampling, qui favorise des histoires pertinentes
pour le calcul de Z(«, t). Pour calculer la moyenne de I’exponentielle du membre de droite de
(2.21), on va, comme dans le chapitre précédent (section 1.3), avoir recours a une méthode
d’enrichissement de I’échantillonnage pour favoriser les trajectoires pertinentes.

Considérons Ny clones du systéme, évoluant en paralléle avec la dynamique déterminée
par les taux W,. Soit cg, le premier clone qui change de configuration, et tg le temps auquel

cette évolution a lieu :
@ le temps est augmenté jusqu'a tg,
cp saute de sa configuration C vers une autre configuration C’ avec probabilité W, (C —

C')/ra(C),
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I'intervalle de temps At jusqu’au prochain saut de cg est déterminé & partir d’une loi
de Poisson (2.10) de parametre r,(C’),

le clone cg est alors répliqué ou tué avec un taux Y(C') = eAtra(€)—r(C)]
e on calcule alors y = |Y(C’) + €] ol ¢ est uniformément distribué sur [0, 1],
e si y =0, la copie cg est tuée,
e si y > 1, on réalise y — 1 nouvelles copies de cg.
On recommence alors la procédure pour le clone dont I’évolution est la plus proche dans le
futur. Une telle procédure de réplication modifie le nombre total de clones par un facteur
R(tg) = A%_—l, qui représente ’évolution exponentielle de P(C’ ,a, t). Finalement, Z(a,t)

est simplement obtenue par la variation de population

N(1)
No

Toutefois, un tel algorithme entraine une croissance ou une déplétion exponentielle de

Z(o,t) = (2.22)

la population de clones et nous ajoutons donc un quatrieme pas pour maintenir celle-ci

constante :

si y = 0, un clone cg # c, est choisi aléatoirement pour étre répliqué, tandis que si

y > 1, y — 1 clones sont choisis uniformément parmi les NV + y — 1 clones et sont tués.

La fonction de grandes déviations p,(c) est alors obtenue a partir du comportement aux

temps longs du produit des facteurs de réplication :

%lnR(tl)...R(tT):lln<e°‘ta> ~ pa(a) (2.23)

t t—00

ou 7 est le nombre total de changement de configuration parmi toutes les histoires entre 0 et
t.
Notons finalement que I'on peut définir une nouvelle mesure sur 1’espace des trajectoires

telle que la moyenne d’une observable B se lise :

< Beata>

(B)a = (2.24)

C’est la mesure observée numériquement lors des simulations de l'algorithme présenté ci-
dessus.
2.3.4 Intégration thermodynamique

Comme & la section 1.5, le calcul direct de uq(), qui est en général relativement bruité,
peut étre remplacé avantageusement par 1'utilisation de l'intégration thermodynamique. Si

I’on dérive la définition de u, par rapport a «

pa() = %m (e*) (2.25)
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on obtient : () = reatay = (a), (2.26)

qui est simplement la valeur moyenne de a sur la population des clones. Finalement

pa(r) = /Oa<a>rd7“ (2.27)

Gréce a l'intégration, le bruit est lissé.

2.4 Trois exemples

2.4.1 Le processus symétrique d’exclusion simple (SSEP)

Nous appliquons a présent ’algorithme au calcul des grandes déviations du courant @)
dans le cas du processus symétrique d’exclusion simple [176] avec conditions aux limites
périodiques. Le systeme est composé de N particules diffusant sur un réseau unidimensionnel
de taille L. Chaque particule peut sauter avec un taux 1 vers un site voisin, pourvu que celui-
ci soit inoccupé. Le courant total @) augmente ou diminue de 1 & chaque saut, en fonction de
la direction de celui-ci. En utilisant la notation (2.11), meer = 1 ou —1 quand une particule
se déplace vers la droite ou la gauche, respectivement.

po(a)
L

4000 s

2000 -

Fig. 2.2 : Evaluation numérique de Thq(e) pour le SSEP (N = 200, L = 400). a :
Comparaison entre |'évaluation directe de pg (o) (croix bleues) et le résultat de I'intégration ther-
modynamique (ronds rouges). b : Comparaison entre le résultat numérique (ronds rouges) et le
développement (2.28), valide pour faible « (ligne continue).

Comme dans de nombreux exemples de processus d’exclusion [56, 118], la fonction de
grandes déviations pg(a) est extensive en L et dans la limite thermodynamique (N et L
grand, N/L fini), nous étudions plutdt la fonction intensive %uQ(a). Bien que le courant
soit nul en moyenne (les sauts sont symétriques), sa variance est finie et g () vaut pour de
petites valeur de a [26, 176] :

%NQ(Q) = p(1=p)a® + O(La") (2:28)

59



CHAPITRE 2. GRANDES DEVIATIONS ET TEMPS CONTINU

Dans ce régime, les fluctuations sont gaussiennes et les simulations sont en accord parfait avec
le développement (2.28) (cf. figure 2.2.b). Pour de plus grandes valeurs de «, les fluctuations
sont non gaussiennes et correspondent a de tres grandes fluctuations du courant (Figure 2.2.a).

Le calcul direct de pg(a) est également comparé avec le résultat obtenu par intégration
thermodynamique (Figure 2.2.a). A ce niveau de précision numérique, les deux évaluations
coincident. Notons que le temps de convergence avec l'intégration thermodynamique est plus

de 10 fois plus court que lors de I’évaluation directe.

2.4.2 Le processus asymétrique d’exclusion simple (ASEP)

Nous considérons a présent les grandes déviations du courant total () pour un modele
hors équilibre : le processus d’exclusion simple asymétrique [176] avec conditions aux limites
périodiques. Le systeme est composé de N particules diffusant sur un réseau unidimensionnel
de taille L. Chaque particule saute vers la gauche avec un taux ¢ et vers la droite avec un
taux p tant que le site d’arrivée est libre. Le courant total est défini comme dans la section
précédente. Pour p # ¢, un courant stationnaire Q*' non nul circule a travers le systéme;
dans la limite thermodynamique, Q%' = Lp(1 — p)(p — q).

La fonction de grandes déviations ug(a) est symétrique autour de £ (avec E = In %) :
d’apres le théoreme de fluctuation pg(E — a) = pg(a). Pour ¢ > p, le courant stationnaire
Q%! est négatif. La branche o > E/2 correspond & des déviations ot le courant moyen est
(F)a).

1,2,

supérieur & Q%!, tandis qu’il est inférieur pour a < E/2 (rappelons que pola) =~
La fonction de grandes déviations pg(a) est représentée sur la figure 2.3.a, pour ¢ =
p=0,8.

La procédure numérique proposée dans ce chapitre permet également de visualiser les
configurations typiques pour « # 0, i.e. celles qui sont responsables d’un courant différent de
Q.

e Pour les grands courants (c’est-a-dire |a| > E et  d’ordre N), le courant est rendu
maximal par les configurations les plus homogenes possibles (figure 2.3.b) : le profil
moyen est plat, avec une densité moyenne N/L.

e Pour les faibles courants (c’est-a-dire o & % et @ d’ordre 1), le profil typique prend la
forme d’un choc suivi d’un anti-choc (figures 2.4.a-c). L’asymétrie du profil favorise un

léger courant moyen du c6té dont la pente est la moins forte.

2.4.3 Le processus de contact

Nous étudions & présent le processus de contact unidimensionnel [88]. Le modele est défini
sur un réseau de L sites, avec conditions aux bords périodiques. Chaque site 7 est soit vide
(n; = 0) soit occupé par une particule (n; = 1). Les particules s’évaporent avec un taux 1 et

s’adsorbent sur des sites vides avec un taux
W(nl =0— n; = 1) = )\(ni_1 + ni+1) +h (2.29)
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de l'intégration thermodynamique.

d’occupation au site i) pour une trés grande déviation de courant (|o| > E), le profil est uniforme.

o
Fig. 2.3 : a : Fonction de grandes déviations 1 () pour 'ASEP (L = 400 sites, N = 200

particules). Les taux de transition sont p = 0,8 et ¢ = 1,2, d'oiy E/2 ~ 0,2. Les croix bleues
et les cercles rouges correspondent respectivement a I'évaluation directe de % ug(w) et au résultat
b : Une configuration typique (n; = 0 ou 1 est le nombre
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lci, L =100, N = 50.
1 I I
0.8 |- Wﬁi _ 0.8 |- E 3
+ ha s
0.6 - ﬁ ] 0.6 |- { A -
+ N +
a 04 & L4 w04k i % N
s 2] U ,
0.2 M - 02 # E.
0l \ \ \ 0 w“‘ﬁ \ \ \ %
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
a b
1 I I
0.8 fm i
+ e
0.6 N kY -
; %,
0.4 + —
Q f Yy
0.2 ;Mf M
1 \ \ \
50 75 100

0

0 25

c
Fig. 2.4 : Profil moyen de ’ASEP pour différentes valeurs de o autour de E/2
(L=100, N =50,p=0,8,¢=1,2, E/2~0,2). a: Pouraa=0,1< E/2, le courant moyen est

négatif (les particules vont majoritairement vers la gauche). b : Pour o ~ 0,2 = E/2, le courant

moyen est nul. ¢ : Pour « = 0,30 > E/2, le courant moyen est positif.
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4t
3t -
2t <
1F S .
0 ot N N ><><>< 1 - |
-1.5 -0.5 0.5 1.5 012 -0.08 -0.04 0
a b

Fig. 2.5 : a : Représentation de la fonction de grandes déviation %uK(a) associée au nombre
d’événements K dans le processus de contact avec champ (L = 120 sites) b : La transition de
phase dynamique a lieu pour a. ~ —0.057. Elle est mise en évidence grace a la représentation de
(@) = (K)o pour différentes tailles du systéme (L = 4 en noir, 8 en rouge, 15 en bleu et 50
en magenta).

ol A et h sont des constantes positives. En particulier, il y a un taux spontané d’adsorption h.
Lorsque h = 0, le systéme atteint toujours un état absorbant vide tant que sa taille est finie [54,

60], tandis que I’état stationnaire est actif pour A > 1 dans la limite thermodynamique.

Dans la version champ moyen, la dynamique d’équilibre est influencée par la présence
d’un état inactif, absorbant. Cela peut se voir via I’étude de la fonction de grandes déviations
du nombre d’évenements K, une quantité qui est simplement donnée par le nombre total
de changements de configuration durant une histoire du systeme. %uK(a) est non analy-
tique [120] pour une valeur critique a., qui tend vers 0 avec h. Comme nous ’avons expliqué
précédemment, les fonctions de grandes déviations comme pux (a) jouent un role analogue a
celui d’une énergie libre dynamique, dont les ruptures d’analyticité sont synonymes de tran-
sition de phase dynamique. Dans des termes plus physiques, cela signifie qu’il existe deux
classes d’histoires : un état « tres actif » domine 1’état stationnaire tandis que les grandes
déviations correspondant a o < . sont dominées par des trajectoires « peu actives ». Pour
a = ., les deux phases coexistent & la maniére d’une transition de phase du premier ordre.

La question de la survie de cette transition en dimension finie est toujours ouverte.

Au vu des résultats numériques obtenus en utilisant notre algorithme, ce scénario semble
étre également valide en dimension 1. Sur la figure 2.5.a, nous représentons la fonction g x ()
pour un systeme de grande taille et pour des parametres A = 3.5, h = 0.1. Les deux branches
de la fonction correspondent a deux phases distinctes. Comme dans la version champ moyen,
la non analyticité apparait comme un saut dans la dérivée premiere de %,uK(a) dans la
%(K )a, NOUs pouvons étudier la
loi d’échelle de % Wy (@) avec la taille du systeme (figure 2.5.b). Les résultats supportent 1'idée

limite thermodynamique. En utilisant la relation pp (o) =

d’une transition de phase pour a, ~ —0.057. Aux environs de a., la dynamique présente une
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superposition d’histoires « plus actives » et « moins actives », pour lesquelles I'utilisation

d’un algorithme en temps continu est particulierement utile.

2.5 Conclusion

Nous avons présenté un algorithme simple pour évaluer les fonctions de grandes déviations
des chaines de Markov en temps continu, sans avoir & recourir a une discrétisation du temps.
Nous avons montré a ’aide d’exemples spécifiques que cette méthode peut étre utilisée avec
succes dans des systemes ou la présence de différentes échelles de temps rend ’approche en
temps discret difficile. L’ensemble de ces résultats correspond a la publication P3, réalisée en
collaboration avec Vivien Lecomte.

Dans le contexte des simulations quantiques, une approche du temps continue des dy-
namiques de type Diffusion Monte Carlo fut proposée par Syljuasen [179], reposant sur un
formalisme continu mais une implémentation discréte. Il serait intéressant de porter la mé-

thode présentée ici au cadre de la simulation des systemes quantiques.
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Deuxieme partie

Grandes déviations et instantons
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Chapitre 3

Modele dual et grandes déviations

3.1 Introduction

La maniere la plus simple d’amener un systeme hors équilibre est de le mettre au contact de
deux réservoirs' aux effets antagonistes : deux thermostats de températures différentes, deux
réservoirs de particules n’ayant pas le méme potentiel chimique, etc... Un courant traverse
alors le systeme, plongeant celui-ci hors de 1’équilibre.

En terme de complexité, la compréhension des systéemes unidimensionnels menés hors
équilibre par des contraintes a leurs bords constitue ainsi le premier pas dans le monde de
la physique hors équilibre. Malgré la simplicité de leur définition, ces modeles ne sont en
général par résolubles, ce qui explique I’enthousiasme suscité par les résultats exacts obtenus
au cours des vingt derniéres années (voir [55] pour une revue). Récemment, Derrida, Lebowitz
et Speer [58] (DLS) ont obtenu une expression exacte pour la fonction de grandes déviations du
profil de densité du processus symétrique d’exclusion simple (SSEP) — un modéle de transport
de particules unidimensionnel — via une méthode de matrice développée précédemment [25,
57, 69, 157, 165].

Les solutions exactes de modeles microscopiques sont autant de jalons qui éclairent le
chemin du physicien dans sa quéte d’une physique hors équilibre. Toutefois, elles reposent
en général sur la nature intime des modeles étudiés et la généralité des conclusions qui en
découlent n’est donc pas établie. Il est par conséquent important de pouvoir utiliser des
approches plus générales, purement macroscopiques, qui ne reposent pas sur les nombreuses
symétries des modeles microscopiques intégrables. Un tel cap fut franchi dans le cadre de
la théorie des fluctuations macroscopiques par Bertini et al. [18-20]. Celle-ci est en un mot
lapplication d’un développement WKB [36, 107, 193] & 'opérateur d’évolution, valide dans la
limite des grandes échelles. A la maniére habituelle de la théorie semiclassique [48, chap. 27]

et de loptique géométrique, le logarithme des fonctions d’onde évolue avec une équation

1On entend ici réservoir au sens large, il peut s’agir d’un réservoir de particules, d’énergie (un thermostat)
etc. En un mot, il s’agit d’un systeme macroscopique qui impose une valeur précise d’un parametre intensif

(température, potentiel chimique ...) conjugué & une grandeur extensive (nombre de particules, énergie ...).
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de Hamilton-Jacobi, dont les courbes caractéristiques satisfont les équations de Hamilton
correspondantes.

Pour la limite hydrodynamique du SSEP, Bertini et al.[18] furent capables de résoudre
explicitement I’équation de Hamilton-Jacobi et obtinrent ce faisant la fonction de grandes
déviations du profil de densité. Ils montrerent ainsi que le calcul de la fonction de grandes
déviations est indépendant, sur le plan logique, de la solution exacte du modeéle microscopique,
bien que celle-ci puisse servir de guide pour la résolution de I’équation de Hamilton-Jacobi.
Cette derniere revient a effectuer une série de changements de variable aux conséquences
surprenantes, dont le degré de généralité reste a déterminer.

Dans ce chapitre, nous montrons que le probleme des grandes déviations du profil de
densité de ce modele hors équilibre se ramene a celui d’'un modele isolé, a 1’équilibre mi-
crocanonique, dont les grandes déviations s’obtiennent simplement a ’aide du bilan détaillé.
Une telle correspondance pourrait surprendre tant la physique differe lorsque l'on quitte
Péquilibre. Par exemple, la symétrie d’Onsager-Machlup [148, 149] entre I’émergence et la
relaxation de profils atypiques, valide a ’équilibre, est brisée pour le SSEP en conditions ou-
vertes. De méme, 'apparition de corrélations a longue portée est une signature des modeles
hors équilibre. Il n’y a toutefois pas de contradiction ici parce que le changement de variable
du modele dual vers le modele original est non local et introduit tous les ingrédients de la
physique hors équilibre.

Dans la section 3.2, nous présentons tout d’abord le modele étudié et sa limite hydro-
dynamique. Nous reformulons ensuite dans la section 3.3 la question des grandes déviations
dans le langage de la théorie des champs que nous aurons introduite. Nous montrons alors
section 3.4 comment le bilan détaillé permet de répondre a cette question pour un systeme a
I’équilibre et pourquoi cette stratégie échoue dans le cas qui nous intéresse. Dans la section
3.5, nous présentons, via le formalisme hamiltonien, une solution équivalente a celle de Bertini
et al. [18] pour le SSEP. Finalement, nous montrons section 3.6.1 comment ce résultat peut
étre interprété a la lumiere du changement de variable non local qui ramene le probleme a
I’étude des grandes déviations d’un systeme a 1’équilibre.

Ce chapitre est assez technique et nous avons choisi de donner ici une version relativement
exhaustive des calculs, a I'exception notable de la construction de la limite hydrodynamique,
via D'utilisation d’états cohérents, qui sera présentée dans une publication ultérieure. Une
version plus synthétique, qui reprend 1’essentiel des idées physiques dans une forme condensée,
est disponible dans la publication P4, réalisée en collaboration avec Jorge Kurchan et Vivien

Lecomte.

3.2 Présentation du modele et limite hydrodynamique

3.2.1 Présentation

Les processus d’exclusion simple sont des gaz sur réseau dont les particules interagissent

via une répulsion de coeur dur. En une dimension, chaque site du systeme peut étre occupé par
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une particule n; = 1 ou vide n; = 0. On note p et ¢ les taux de transition des particules vers
la droite et la gauche, celles-ci étant permises tant que le site d’arrivée est libre. Le systeme
est mis en contact a ses extrémités avec des réservoirs et l’on note suivant la convention
habituelle «, 3,7, § les taux d’injection et de sortie des particules au niveau des sites 1 et L
(figure 3.1).

1 L

g 0
ke ke — ke — ke — ke
= ° ° ° ° =
el 5

Fig. 3.1 : Représentation schématique d'un processus d’exclusion simple unidimensionnel de taille
L.

Lorsque p = ¢, la diffusion est symétrique et la dynamique satisfait le bilan détaillé a
lintérieur du systéme. Au contraire, lorsque p # ¢, le processus est asymétrique et le systeme
intrinsequement hors équilibre”. Nous nous intéresserons par la suite uniquement au SSEP
(p = q) dont laspect hors équilibre est uniquement di au couplage & des réservoirs de

potentiels chimiques distincts (£ # %)

3.2.2 Limite hydrodynamique

Ce modele microscopique est stochastique et la description de sa dynamique ou la ca-
ractérisation de sa mesure stationnaire nécessite I’étude de 'opérateur d’évolution associé a
son équation maitresse. Le spectre de celui-ci renferme en effet les différentes informations
nécessaires a la compréhension de la physique du systeme. C’est une tache ardue que l'on est
en général incapable de mener a bien. Dans le cadre de la physique statistique, on s’intéresse
a la limite thermodynamique du systéme, ce qui simplifie grandement le probleme. La des-
cription microscopique intime du modele n’est alors plus nécessaire et I’on peut se contenter
de décrire la physique a 1’échelle d’observation du systeme. L’idée sous-jacente est que les
différentes échelles sont relativement « découplées » et que 'on peut décrire la physique au
niveau macroscopique a ’aide de champs continus, dont I’évolution ne fait pas intervenir de
quantité microscopique®. Par exemple, dans le cas du SSEP, on ne s’intéresse plus au taux
d’occupation de chaque site, mais & un champ de densité p(z), ou = € [0, 1] décrit la position

le long du systeme?. L’effet des réservoirs se traduit alors simplement & travers des conditions

2Par exemple, le courant moyen est non nul dans ’état stationnaire lorsque les conditions aux limites sont
périodiques.
3Plus précisément, la forme des équations dépend de la nature microscopique du systéme mais ne fait pas

intervenir d’observables microscopiques.
40n considere sans perte de généralité que le systéme est de taille 1 & 1’échelle d’observation.
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. . . . 5
aux limites spatiales sur la densité” :

o 0
Vi, p(0,t) = oty p(1,t) = s1p- M

(3.1)

En premiere approximation, I’évolution de la densité est déterministe et les profils relaxent

diffusivement suivant la loi de Fick [71] :

. 1
p=VID()Vs  Dip) =5 (3.2)
Aux temps longs, la densité relaxe vers un profil stationnaire p(z) interpolant linéairement

entre pg et p1 :
p(x) = po + z(p1 — po) (3.3)

Bien str, le systeme n’est pas parfaitement déterministe et l'on permet par conséquent a
la dynamique de fluctuer autour de son comportement hydrodynamique (3.2). On considere

pour cela I’équation stochastique suivante [176] :
1
pat) = ~V(at) I t) =~ Vple,t) — nle. ) (3.4

ou 7n(x,t) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle, dont la variance est donnée par

(n(z, t)n(a’,t)) = %U[P(%t)] oz, a')o(t—t)  olp(x,t)] = p(z, )1 = p(z,t)] (3.5

La dynamique est toujours conservative puisque (3.4) est bien une équation de conservation,
mais le courant peut fluctuer autour de sa valeur typique. Notons que ces fluctuations sont
de variance % et traduisent bien un effet sous-dominant dans la limite hydrodynamique.

En nous plagant & un niveau macroscopique, nous avons pu échanger I’analyse d’un mo-
dele microscopique compliqué contre celle d’une équation différentielle stochastique. Pour
mener celle-ci a terme, nous pouvons a présent avoir recours a la machinerie de la théorie
des champs. Une étude plus systématique d’équations stochastiques similaires sera présen-
tée aux sections 5.1.1 et 5.2.1; par conséquent, nous présentons simplement ci-dessous une

construction succincte du propagateur. L’équation (3.4) peut se récrire :

1
glp,n) =0 g(p,n) =p— iAp —Vn (3.6)

La probabilité P que le systeme passe d’une configuration p; au temps ¢; a une configuration

p2 au temps to s’écrit [199, chap. 16] :

P~ / Dlg,n]8(g) Pli(z, 1) (3.7)

2
oL dtda 5T

ott Ply(z,t)] = 20 (3.8)

Sur le plan microscopique, on peut considérer que 'on a « ajouté » des sites 0 et L + 1 avec des densités

fixes po et p1.
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est la probabilité de la réalisation du bruit 7n(t) et la fonction 6(g) impose simplement la
réalisation des équations du mouvement. En inversant la relation entre g et p, on peut alors

effectuer le changement de variable ¢ — p dans I'intégrale précédente pour obtenir :

1 _ 1
P~ / Dlp,n)é (b — 580 - V77> F(p,n)e "4 2 (3.9)
p(to)=po
p(t1)=p1

On ne tiendra pas compte dans la suite du Jacobien F(p,n) car celui-ci est d’ordre sous-
dominant en L°. On peut alors utiliser la représentation de Fourier de la fonction § en intro-

duisant “un champ imaginaire p :

2
r / Dlp, p, nle” b/ dde{plo=3 2=Vl L[ dtdrasg; (3.10)

p(to)=po
p(t1)=p1

Le bruit n est nul sur les sites au contact avec les réservoirs, on peut par conséquent intégrer

par partie le terme en pVn pour obtenir :

—L [dtdad p[p— L Ap)+ 20 4 VA}
P [ D™ 3o o (3.11)

p(to)=po
p(t1)=p1

L’intégration sur le bruit 7 est alors gaussienne et résulte en

P~ / Dip, ﬁ]efLfdtdﬁ{ﬁ[ﬁ*%AP*%U(P)(Vﬁ)Q]} (3.12)

p(to)=po
p(t1)=p1

Finalement, la probabilité d’une trajectoire prend la forme générale :

P~ / D[p, p]efLS[ﬁ,p] — /D[ﬁ, p]e*Lfdtdx{ﬁb*H[p,ﬁ]} (3.13)

p(to)=po
p(t1)=p1

ou nous avons introduit la densité hamiltonienne

1

Hlp. p) = 5 [0(0) V5" + pArp] (3.14)

6 Le choix de I’ordre des opérateurs se traduit par une contribution d’ordre 1 et non d’ordre L. Pour plus
de précisions a ce sujet, se référer aux sections 5.1.1 et 5.2.1.

" Notons que nous avons moralement affaire & un produit sur ’ensemble des sites i du type Hle d[pi+h(pi)]-
On introduit alors L champs p;(¢) pour obtenir [ [T, D[p:] {exp[ziLzl S depi(ps + h(pl))]} Par ailleurs, puisque
la somme de Riemann L™* Zle r(pi) converge vers fol r(p(x))dz, on remplace la somme dans 1’exponentielle
par L fois I'intégrale sur x, pour obtenir in fine [D[p]exp[L [ dzdtp(p + h(p))]. Ceci explique la présence du
préfacteur L dans (3.10).
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Lorsque L est grand, cette probabilité est dominée par la trajectoire qui extrémalise ’action

et satisfait donc les équations de Hamilton :

i) = 307 [ AWHlp(0). 3] = 5A0() = V(@) V(o)

. 2 (3.15)
o) =~ [ o). 0] = ~28otw) + ot~ T
dp(z) ' 2 2
soumises aux conditions aux limites spatio-temporelles :
x,t1) = T); T,lo) = T
p(z,t1) = pi(z);  pla,t2) = p2(z) (3.16)

La nullité de p aux bords traduit simplement le fait que les thermostats imposent exactement
les densités aux bords dans la limite hydrodynamique. Finalement, notons que l'action est
extrémale pour un champ p réel et non imaginaire. C’est un phénomene classique en théorie
statistique des champs : on introduit des champs imaginaires pour représenter des fonctions
0 de Dirac, mais le point de col qui domine l'intégrale correspondante est sur ’axe réel, hors

du domaine d’intégration®.

Notons que la diffusion (3.2) est une solution particuliere des équations du mouvement.

Elle correspond a

1
p=58p  p=0 (3.17)

dont 'action S est nulle et qui converge vers p aux temps longs. Ce type de trajectoire
correspond a la limite de bruit nul de ’équation stochastique (3.4) et nous ferons parfois
référence par la suite a ce type de solution sous le nom d’anti-instanton.

Finalement, les conditions aux bords sur p permettent d’intégrer par partie le dernier
terme de l'action sans produire de termes de bords spatiaux supplémentaires et celle-ci peut

donc prendre une forme équivalente :
R o1 N2, Lo
Slp,pl = | dida§ pp—50(p)(VP)" +5VVp (3.18)

3.3 Grandes déviations et instantons

Dans la limite hydrodynamique, la probabilité d’observer un profil p*(z) dans 1’état sta-
tionnaire est de la forme :
P(p*) ~ e N7l (@) (3.19)

et nous souhaitons calculer la fonction de grandes déviations F. Celle-ci est donnée par
laction de l'instanton [199, chap. 39-41] : la trajectoire la plus probable parmi toutes celles

. , o . 7 . . . N g
qui démarrent au voisinage de I’état stationnaire et arrive &4 un grand temps’ 7 dans la

80n doit donc supposer que I’on peut déformer le contour d’intégration.
et satisfait donc JHdz =0 a tout temps.
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configuration p*. Le probléme revient alors a trouver la solution des équations du mouvement

(3.15) remplissant les conditions aux limites spatio-temporelles

temporelles : p(x,0) = p(x) plx,T) = p*(z)

(3.20)
spatiales :  p(0,t) =po  p(L,t)=p1  p(0,t) =p(1,¢) =0

De maniere alternative, on peut calculer 'action de 'instanton via le formalisme de Hamilton-
Jacobi [82] comme le firent Bertini et al. [18].

3.4 Une stratégie pour calculer les grandes déviations
3.4.1 A ’équilibre

Remarquons tout d’abord que I’anti-instanton n’est pas la trajectoire que nous cherchons
puisqu’elle relaxe vers p et ne satisfait donc pas les conditions aux limites temporelles (3.20).
Une stratégie pour trouver une solution aux équations de Hamilton (3.15) est de faire un
changement de variables qui transforme le probleme original en un autre probleme stochas-
tique (i.e. dérivant d’une hydrodynamique fluctuante telle que (3.4)), tel que les solutions de
bruit nul de ce nouveau probleme remplissent les conditions aux limites spatio-temporelles.
C’est une stratégie générale en ce sens qu'une telle transformation existe toujours. En effet, si
I'on connait la fonction de grandes déviations F(p), alors la transformation p — p+ % rem-
plit les conditions ci-dessus'’. Toutefois, on ne connait en général pas la fonction de grandes
déviations, puisque c’est 'objet que ’on souhaite calculer, et trouver le « bon » changement
de variable n’a rien d’évident.

Pour une chaine a I’équilibre, il existe une procédure simple qui utilise avantageusement
la relation de bilan détaillé du Hamiltonien (3.14). Prenons par exemple le cas py = p1; la

chaine est alors en équilibre avec les réservoirs et I'instanton doit satisfaire les conditions aux

limites

temporelles : p(x,0) = p(x); plx,T)=p*(x) (3.21)

spatiales :  p(0,t) = p(1,¢) = po;  p(0,8) = p(1,¢) =0 '
Pour mettre la relation de bilan détaillé en évidence, on récrit H sous la forme :

1 P 1 %
— 1v; 5—1 = V) H— —L .22

H QVpUPV[p Oglp} QVpapV[p &J (3.22)

ot Vo= [ dslplogp+ (1= p)log(1 - p) (3.23)

est ’entropie d’équilibre du systeme. La relation de bilan détaillé se traduit au niveau de

L action que ’on obtient via une telle transformation est celle de la dynamique adjointe [18] renversée dans

le temps.

73



CHAPITRE 3. MODELE DUAL ET GRANDES DEVIATIONS

I'action'! par I'invariance de cette derniere sous I'opération de renversement du temps [94] :

p . 0V, . .
= —; —p, T — .24

Puisque c’est la premiere fois que nous mentionnons cette symétrie, nous allons montrer

p— p+log

explicitement comment I'utiliser. Cherchons une solution instantonique sous la forme :
G-t

5T —t)  p=—p(T—t)+1

(3.25)

L’ansatz (3.25) transforme l'action (3.18) en

1

5 AP — 1
Slp.gl = - [ aslplog 7 + (1= F)tog(t - D) + [ auda { 5%~ 2o(D)VF) + LVFY
—

— [ dalptogp+ (1= p)log(1 - p)IF + (7. )
(3.26)
N e s — — — = ) .
ou nous avons utilisé p(0) = p (T") et p(T) = p (0). Les champs p et p extrémalisent donc
la méme action S que p et p. Ainsi, on est amené a chercher une solution des équations du

mouvement du modele initial (3.15) qui satisfasse des conditions aux limites différentes :

temporelles : 0 (2,0) = p(z,T) = p*(x) D (2, T) = p(,0) = p(z)

3.27
spatiales : ~ 2(0,t) =9 (L,t) =po  p(0,t) = p(L,¢t) =log : il (3:27)
— PO
Or une telle solution est trivialement fournie par la limite de bruit nul :
= £0 =~
p(w,t):logl_ = Vp =0
po (3.28)
— 1A<—
p = 9 P

0 correspond donc & une relaxation diffusive de p* vers p et p(x,t) est l’image par renverse-
ment du temps de la diffusion de p* vers p. On vient en passant de redémontrer la symétrie
d’Onsager-Machlup [148, 149] : dans un processus a I’équilibre, I’émergence d’une fluctuation
est 'image par renversement du temps de sa relaxation.

La machinerie présentée ci-dessus est tres générale et nous y aurons recours a plusieurs
reprises par la suite. L’équation de I'instanton dans les variables originales peut étre obtenue
via (3.28) et (3.25) :

p= —%Ap (3.29)

Nous aurions pu l'obtenir directement, sans avoir recours a 'ansatz (3.25). En effet, si on
effectue seulement la premiere partie de la transformation (3.24), la densité hamiltonienne

devient : ) o
H—>7%:§wmpv [ﬁ+5”]
p (3.30)

S(pup) = Vlf + [ atde {71}

"Dans cette étude, nous utiliserons le bilan détaillé uniquement dans la limite « classique » de grand L.
L’invariance de 'action sous (3.24) est la conséquence au niveau point de col du bilan détaillé au niveau opéra-

toriel : Hf = P;qu Pe.q, ou H dénote 'opérateur d’évolution microscopique et Pe, la distribution d’équilibre.
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3.4. UNE STRATEGIE POUR CALCULER LES GRANDES DEVIATIONS

Le nouvel Hamiltonien H correspond & un probléme stochastique et les équations du mouve-
ment associées a (3.30) admettent une solution de bruit nul, obtenue en annulant le premier
terme de H :

Vp=0= p=C" (3.31)

Dans les variables initiales, ceci se lit :
1 P
)= —=A p = log —— + C*! 3.32
p=—58p P (%1_p+ (3.32)

PO
1-=po
de la transformation (3.24) montre que cette solution est la symétrique temporelle d’une

En prenant alors C*! = —log

, on retrouve la solution instantonique. La deuxieme partie

trajectoire diffusive. Finalement, toute 'information était déja présente dans la forme initiale
de la densité hamiltonienne H :

1. v,

La solution de bruit nul et l'instanton sont obtenus en annulant respectivement Vp et
\Y% {ﬁ — %]. Plutot qu’avoir systématiquement recours a des ansatz du type (3.25), nous
nous contenterons par la suite de reconnaitre les équations dans la forme de H. Il faut toute-

fois garder en téte que la construction explicite des instantons passe par 'ansatz complet.

3.4.2 Hors équilibre

Nous allons voir ci-dessous que la solution présentée pour la chaine a 1’équilibre ne s’étend
pas au cas ou les deux réservoirs n’imposent pas la méme densité. En effet, la solution anti-
diffusive ne vérifie pas les conditions aux limites dans le cas hors équilibre, ce qui rend la
détermination de I'instanton non triviale.

Pour une chaine en contact avec deux thermostats imposant des densités différentes en 0

et en 1, les conditions aux bords pour le champ ? sont données par (3.20) et (3.25) :

= Po Py P1
0)=1lo 1) =1lo 3.34
p (0) Sy p (1) CEp (3.34)
Or la trajectoire de bruit nul correspond a
vy N vy t
Vp=0 et donc a p =0C° (3.35)

Les équations (3.34) et (3.35) étant clairement incompatibles, 'instanton n’est pas I'image
par renversement du temps d’une relaxation diffusive. L’échec de cette stratégie traduit le
fait que le systeme n’est pas a 1’équilibre et ne satisfait donc pas le bilan détaillé. La nature
de cet échec reflete par ailleurs la maniere dont le systeme est mis hors d’équilibre : 'action
(3.13) est bien invariante sous l'inversion temporelle (3.24), ce qui traduit le fait que la
dynamique interne du SSEP est réversible, mais la solution anti-diffusive V<p7 = 0 ne remplit
pas les conditions aux bords - ces dernieres sont bien les responsables de la violation du bilan
détaillé.
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CHAPITRE 3. MODELE DUAL ET GRANDES DEVIATIONS

3.5 Une solution spécifique au SSEP

Nous allons & présent montrer comment construire une solution instantonique dans le cas
du SSEP en contact avec deux réservoirs de potentiels chimiques distincts. La construction
présentée dans la section 3.5.2 est équivalente a celle de Bertini et al. [18]. Elle n’est pas
restreinte au seul cas du SSEP et peut aisément étre généralisée a tous les modeles ayant
un o(p) quadratique en p [19]. C’est, par exemple, le cas du modele de transport d’énergie
KMP [100].

3.5.1 Une profusion suspecte de bilans détaillés

Avant de présenter la solution du probleme, remarquons dans un premier temps une pro-
priété surprenante du modele hydrodynamique (3.4). On peut récrire la densité hamiltonienne

sous la forme :

__(vp)’ Ap ] (Vh) 3V,
nee P oS 5 0
ol V; = /dx[logVﬁ] (3.37)

et H peut donc formellement étre vu comme dérivant d’un autre probleme stochastique :

. I .
p=—58p—(Vp)' +1Vp (3.38)
avec une nouvelle relation de bilan détaillé fournie par les deux transformations
oV
p—p+ 5,; (0,t) = (1= p, T 1) (3.39)

Comme nous I'avons expliqué a la section 3.4.1, deux classes de solutions peuvent étre lues
directement dans (3.36) :

1 1
p=0  p=—SAp—=Vp’
2 2
i S DA
p 5 p=58p+35Vp

Toutefois, aucune de ces solutions ne satisfait les conditions aux bords (3.20). L’existence de
cette symétrie additionnelle, non locale puisque V; implique le gradient de p, est la signature

de l'existence d’un modele dual, comme nous le montrerons dans la section 3.6.5.

3.5.2 Une étonnante succession de changements de variables

Venons-en a présent a la solution proprement dite. Pour obtenir une notation aussi proche
que possible de la solution exacte [58], récrivons la variable intermédiaire p apparaissant dans

I’équation (3.30) en terme de la variable F' définie par
F=(0+e)! (3.41)
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3.5. UNE SOLUTION SPECIFIQUE AU SSEP

Pour maintenir la structure hamiltonienne de ’action, on complete alors le changement de

notation en introduisant F', la variable conjuguée de F :

p

F=—"r 3.42
F(1-F) (342)
ce qui met ’action sous la forme :
1-F|"
S = [ dx|plogp+ (1—p)log(l—p)+ plog 7
) 5 . 0 (3.43)
FF+ ZFVF*|F — ——| + -VFVF
—I—/dxdt{ +2V [ 1_F}+2VV}
Cette expression peut a nouveau étre simplifiée en effectuant la translation
A - 1
F—-F+—— 44
R (3-44)
et 'on obtient alors :
P 1-p]"
S:/daz {plogF—F(l—p)loglF]
) ) 0 (3.45)
+ /dxdt {FF + §F2(VF)2 + 2VFVF}
La transformation des variables initiales (p, p) vers le couple (F, F') s’écrit
p - ; .
=—— F=(1-p)(e’f=1)—ple?” -1 3.46
PR (1 =p)( ) = n( ) (3.46)
Les conditions aux limites spatiales (3.20) sont alors données par
F(0,t)=py F,t)=p1  F(0,t)=F(1,t)=0 (3.47)
tandis que les équations du mouvement sont :
. 1 N 9
F= iAF — F(VF)
(3.48)

b= —%AF _v [FQVF}

Nous allons montrer que ces changements de variables nous ont & nouveau amenés vers
la représentation d’une dynamique stochastique, dont nous allons étudier les trajectoires de
bruit nul et les instantons, grace a une relation de bilan détaillé. Modulo une intégration par

partie, la derniére intégrale de l'action (3.45) est de la forme
/ dadt {FF - HF} (3.49)

ou la densité hamiltonienne Hg s’écrit :

(3.50)
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Ceci est tres similaire & (3.36), mais avec
Vi = /dx In(VF) (3.51)

De maniere surprenante, cette action dérive a nouveau d’une dynamique stochastique. Pour

le voir, on peut introduire un champ np via une transformation de Hubbard-Stratonovich :

P 2
_Lfdxdt{F(F—%AF_;_nF)_% g }

P~ /D[F,F, nrle (VE)2 (3.52)
Cette action correspond bien a celle d'une dynamique stochastique, donnée par
. %AF - (3.53)
ou nr représente un bruit blanc gaussien de variance
(np(z, e, 1) = 6(z —a’) 6(t —1') (VF)? (3.54)

De plus, la densité hamiltonienne Hp définie dans (3.50) satisfait & nouveau une relation de

bilan détaillé induite par la transformation non locale :

AF

STk (F,t) — (=F, T —t) (3.55)

F—>F—|—

Comme dans tous les exemples précédents, deux classes de solutions sont disponibles. Tout

d’abord, les trajectoires de bruit nul correspondent a

A~

|
F=0 F= §AF (3.56)
qui sont des trajectoires diffusives du systeme initial équivalentes a
o1
p= iAp (3.57)

et ne satisfont pas les conditions aux limites temporelles (3.20). Ensuite, en imposant

%2

F= 5F(z)

(3.58)

on obtient les trajectoires de bruit nul de la dynamique renversée dans le temps. En injectant

(3.58) dans les équations du mouvement (3.48), on trouve alors :

AF

. 1
F=—ZAF —F+F(1-F)—;

(3.59)

Cette équation admet une solution qui satisfait, de maniere totalement inattendue, les condi-
tions aux limites spatio-temporelles. Finalement, en injectant (3.59) dans I’action, on obtient

alors la fonction de grandes déviations

T

1—p
log VF 3.60
[ p TlogV ) (3.60)

F = [dx [plog;; + (1 —p)log
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At =0, p=pet Pon déduit donc de (3.59) la condition initiale F'(z,0) = p(z). La fonction

de grandes déviations vaut ainsi

p 1—0p VF
Flp* —/dx[ log—=+(1—-p)lo +1lo 3.61
[p"] plog -+ (1 —p)log — Cl—— (3.61)
N . . AF
ou F est la solution de p :F—}—F(I—F)W (3.62)

3.6 Le modele dual

La construction de I'instanton que nous avons présentée dans la section précédente apparait
comme une succession de changements de variables miraculeux, dont le dernier fournit la
solution désirée. Dans cette partie, nous allons montrer que la multitude de relations de bilan
détaillé violées par les conditions aux bords et l'existence d’une fonction de grandes déviations
non locale ont une origine unique : 'action de la chaine au contact avec deux réservoirs peut

étre transformée, au niveau des grandes déviations, dans celle d’une chaine isolée.

3.6.1 Un changement de variables non local

Partant de I'action (3.45), on effectue le changement de variables non local :

, A 1 F’
F' =VF F:V[F’—A]:VF'—FVAQ (3.63)
F’ F!
qui s’écrit également :
/ F'(2")dz' = F(z) — F(0)
e . . (3.64)
/ Pla)de' = F'(w) — F/(0) — —— + —
0 F'(z)  F'(0)
Celui-ci transforme 'action en
B R T
S= da:[plog?%—(l—p)logl ;+logF’—F’F’]
B 0 (3.65)

SO 1 .
+ / dxdt {F’F' + 5F’Q(VF’)2 + 2VF’VF’}

A des termes de bord pres, cette action est similaire pour les variables primées & (3.45) pour

F et F. Ceci suggere que nous complétions la transformation
(p.p) — (B, ) " (F ) — (o) (3.66)

oil les relations entre (p/, 5') et (F’, F’) sont de la méme forme que (3.46). Explicitement :

. Jad
'=F' +F'F'(1—-F p=log |1+ _ 3.67
p ( ) P g( L FE (3.67)

79



CHAPITRE 3. MODELE DUAL ET GRANDES DEVIATIONS

L’effet de la transformation compléte des variables initiales (p, p) aux variables primées (p'p’)

sur 'action est alors :

1—
S[p,ﬁ]:/d:r [plog?%—(l—p)log §+logVF

1 _
3.68
A ﬂ,—(l—’)lo _IT+S[“’] o
P le Plog 7| + 5100
. . Al s . . 1 2
ot Sle', 0] = / dtdz {p'p' = Hlo', 71} Ml P = 5 [0,V + pA) (3.69)

est formellement identique a ’action (3.13) pour les variables primées.

Le changement complet de variable (3.66), qui s’écrit :

V[ll ﬁ’} —ef —1—p(e +e?—-2)
¢ (3.70)

P A7 15 Al
V] i———— | =¢e” —1—-p'(e’ +e 7 —2
{pﬂl—p)ep} ol )

transforme ainsi l'action de la limite hydrodynamique du SSEP dans une action similaire.
Nous allons a présent montrer que les conditions aux limites spatiales se transforment de telle

maniere que la chalne duale soit isolée.
3.6.2 Les variables de spin
Avant de continuer, il est instructif d’introduire les variables de spin S’ :
St=20—1 S, =201-p)e S =20 " (3.71)

Il s’agit de la connexion usuelle entre les chaines de spin et les modeles de particules [73, 166]

dans la limite hydrodynamique'?. La densité hamiltonienne correspond alors &

1
H = —évs’ -vs' (3.72)
Elle est invariante sous une rotation simultanée de tous les spins, ce qui signifie que les trois
quantités
Qi=2-1=8, @Q=F=5.+iS, Qs=F(1-2F)=8,-1 (3.73)

sont conservées par la dynamique au coeur du systeme. On peut donc définir trois courants

correspondants
1 1 - Y
Jo==5Vp' +0yVp Jp = VE + PV
5, (3.74)

VF P
Tprrain =1 - 2F’)T+[F’+F’2(1 —2F)|VF
tels que les équations d’évolutions des « charges » (3.73) prennent la forme d’équations de

conservation :

Qi = —VlJg, (3.75)

12Pour une présentation dans un contexte similaire, se reporter & ’annexe E.

80



3.6. LE MODELE DUAL

3.6.3 Conditions aux limites spatiales

Les conditions aux bords (3.20) se lisent pour les variables primées :

1 L,

V[F'— A] =0 / F' = p;— po (3.76)
F’ =0,L 0

Notons que toutes les trajectoires qui satisfont a la fois les équations du mouvement (3.48)

et les conditions aux bords, satisfont également
AF(0)=AF(1)=0 etdonc VE'(0)=VE'(1)=0 (3.77)

Finalement, (3.76) et (3.77) implique que VE’ et VF s’annulent sur les bords du systéme.

Ainsi, les trois courants (3.74) sont également nuls et les charges totales

1
ACM@M (3.78)

sont conservées : le modele dual dans les variables primées est une chaine isolée. Notons que

ceci a été rendu possible par la définition
F'=VF (3.79)

En effet, on est alors passé de conditions « locales » F'(0) = pg et F(1) = p; qui mettaient le
systéme hors équilibre & une condition globale [ Fldx = p1 — po qui impose la quantité totale
de la charge Q2 dans le systéme. Finalement, la nullité des courants et la valeur de la charge

totale [ F englobent toutes les conditions initiales du systeme original.

3.6.4 Transformation des trajectoires

Le systeme dual est donc une chaine isolée, a 1’équilibre microcanonique. Pour revenir aux
problemes des grandes déviations, il nous faut & présent comprendre comment se transforment
les trajectoires du modele initial.

Profil stationnaire : un point fixe de la trajectoire étant nécessairement envoyé sur un
autre point fixe, le profil stationnaire p se transforme en un profil plat p’. Notons toutefois que
la valeur précise de p’ n’est pas imposée lors du changement de variable : seule la charge totale
i F” Dest. Ainsi, on peut choisir arbitrairement une valeur du nombre total de particules et
ajuster p' dans ’état stationnaire pour satisfaire la condition sur F.

Relaxations : les trajectoires diffusives du modele initial correspondent a
1 .
p= §Ap p=0 (3.80)

D’apres le changement de variables (3.70), p = 0 implique V5’ = 0. Puisque les variables
primées satisfont également les équations du mouvement (3.15), les trajectoires résultantes
satisfont :

Ay (3.81)
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Les relaxations diffusives vers le profil stationnaire p correspondent ainsi a des relazations
diffusives du modeéle dual vers le profil plat p'.
Excursions : '’équation de 'instanton (3.59) se traduit par VF’ = 0 (cf. (3.63) et (3.67)).

En utilisant la relation (3.46) pour les variables primées, ceci implique

Vi ——=0 (3.82)
En utilisant de plus les équations du mouvement (3.15), cela montre que les densités évoluent
avec

1

P =—5A0 (3.83)

Les excursions sont les images par renversement du temps de relaxations dans les variables
primées. Ce n’est pas une surprise puisque la stratégie présentée a la section 3.4.1 pour les
chaines & I’équilibre peut s’appliquer au modele dual. L’action S[p’, p'] d’une telle trajectoire

ascendante est : .
Sl 0l = / da[p'log p' + (1 - p')log(1 — P)]§ (3.84)
0

et l'action totale résultante :

1—
Sip, fl :/dx [plog;:—l—(l—p)logl_g,—l—logVF

- . (3.85)

F
pl—F’ +p'log F' + (1 — p')log(1 — F')
0

De plus, ’équation de I'instanton étant donnée par VF' = 0, F’ est une constante qui peut
étre sortie de I'intégrale. En outre, la densité p’ est I'une des trois charges conservées et fOL 0

est une constante du mouvement. Ainsi, les termes du type

/ dz[p'§ (3.86)

sont nécessairement nuls. Au final, les seuls termes qui survivent dans (3.85) sont ceux de la
premiere ligne et I'on retrouve le résultat (3.60) :
T

P logVF (3.87)
F 0

) 1
Slp, p] = /dw [plogg +(1—p)log 7

L’équation VF’ = 0 redonnant la définition de I'instanton

AF

(3.88)
on peut alors construire F' connaissant le profil dont on cherche a calculer la probabilité.

3.6.5 L’origine des symétries

Montrons a présent que les nombreuses relations de bilan détaillé non locales dans le

modele initial sont dues & ’existence du modeéle dual. L’action de la chaine isolée est invariante
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sous l'application simultanée a tous les spins d’une composition arbitraire d’une réflection
suivie d'un renversement du temps et d’une rotation. Ceci génere un groupe de symétries
locales du modele dual. Ecrit en terme des variables originales, on obtient alors un groupe de
transformations non locales de la chaine hors équilibre.

Les conditions aux limites imposées par les réservoirs se traduisent pour la chaine duale

par une contrainte sur la charge totale :

1 1
p1— po = / dzF' = / da {5, +iS, } (3.89)
0 0

Les transformations du modele dual qui ne conservent pas (3.89) correspondent par consé-
quent & des symétries du modele initial brisées par les conditions aux limites spatiales. C’est
par exemple le cas de (3.39). Si nous imposons de plus une conservation de (3.89) , il ne reste

alors qu’une seule transformation qui se lit dans les variables de spins du modele dual :

En terme des variables non locales, elle correspond a la transformation (3.55) entre les solu-

tions diffusives du modele initial et les instantons.

3.7 Conclusion

Dans cette partie, nous avons reformulé la théorie des fluctuations macroscopiques en
terme de calculs d’instanton. Nous avons montré comment la construction de Bertini et al.
pouvait alors étre suivie dans le cas du SSEP mis hors équilibre par les bords, en utilisant un
formalisme hamiltonien. Nous avons ensuite englobé tous les « miracles » rencontrés lors de
cette construction dans un unique changement de variables non local qui met en relation les
grandes déviations du SSEP hors équilibre avec celles d’une chaine a 1’équilibre.

Bien que l'existence de cette correspondance puisse paraitre paradoxale, tant les propriétés
des systemes hors équilibre different de celles des systémes a 1’équilibre (corrélation longue
portée, asymétrie entre émergence et relaxation de fluctuations, etc.), la non localité du
changement de variables explique ici 'asymétrie entre le modele initial et le modele dual.
Notons qu’il serait intéressant de voir si 'on peut construire a partir des variables primées
des quantités expérimentalement mesurables qui soient symétriques lors de I’émergence et de
la relaxation de fluctuations rares.

La question de la généralité du traitement présenté ici reste entiere. Celui-ci est applicable
a tous les cas traités par Bertini et al. pour lesquels la fonction de grandes déviations n’est
pas locale (o(p) quadratique). De plus, le « seul » ingrédient nécessaire est la possibilité
de transformer le gradient d’une variable contrainte localement aux bords du systéme en
une charge d’un modele dual. Si de nombreux systémes ne satisferont pas cette contrainte,
je m’attends toutefois a ce que ce traitement ne se limite pas aux cas mentionnés dans ce

travail. Les résultats de ce chapitre correspondent a la publication P4.
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Chapitre 4

Introduction

La compréhension des processus menant a une transition entre deux états métastables
est une question fondamentale dans de nombreux domaines impliquant des systémes com-
plexes. En biologie par exemple, les protéines sont des macromolécules, composées de chaines
d’acides aminés, dont la fonction biologique est fortement influencée par la conformation tri-
dimensionnelle. Déterminer et comprendre cette derniere est donc un enjeu primordial de
la biologie moléculaire. En particulier, les modifications de structure de certaines protéines
peuvent avoir des conséquences drastiques sur la viabilité d’un organisme. Ainsi, aux mauvais
repliements des protéines prions et amyloides sont associées respectivement les maladies de
Creutzfeldt-Jakob [159] et d’Alzheimer [114, 168]. Pour comprendre ces évolutions confor-
mationnelles, il est nécessaire de déterminer quels sont les chemins de transition entre les
différentes configurations possibles. Cela est toutefois extrémement difficile en raison de la
diversité des échelles de temps impliquées. En effet, le repliement d’une protéine s’effectue
sur des temps caractéristiques allant de quelques microsecondes a la milliseconde, tandis que
les mouvements élémentaires des atomes qui la composent ont lieu sur des temps de l'ordre
de la femtoseconde. Pour observer numériquement un tel repliement, il faudrait donc étre
capable de simuler 10 ordres de grandeurs temporels, ce qui est bien au-dela des capacités
des ordinateurs actuels. Ce probleme de séparation d’échelles de temps n’est pas 'apanage
de la biologie et fait également obstacle a 1’étude des mécanismes de transition en chimie
ou dans la physique des phénomenes critiques. Tant en raison de la nécessité de comprendre
ces mécanismes & un niveau fondamental que des nombreuses applications potentielles (mé-
dicales dans les exemples ci-dessus, mais également industrielles avec la compréhension plus
fine des phénomenes catalytiques), la recherche de méthodes efficaces pour localiser les transi-
tions et les analyser est un pan de la recherche extrémement actif aujourd’hui, ol se cotoient

physiciens, chimistes, biologistes et informaticiens.

87



CHAPITRE 4. INTRODUCTION

4.1 Méthodes numériques

Pour contourner le probleme de ’apparente inaccessibilité numérique des chemins de tran-
sition, de nombreuses méthodes ont été proposées. Elles se répartissent essentiellement en deux
grandes classes : les méthodes reposant sur des biais et celles basées sur un échantillonnage

astucieux des trajectoires.

Dans la premieére catégorie se trouvent tout d’abord les dynamiques « accélérées ». On
peut par exemple utiliser un potentiel artéfactuel, dont le seul but est de pousser le systeme
hors des régions métastables [191], ou encore diminuer artificiellement la probabilité de revenir
vers des régions déja explorées [110]. Un autre type de stratégie consiste & localiser les point
cols d’ordre 1 (en utilisant par exemple eigenvector following) et & utiliser une dynamique
effective pour passer d’états en états [61, 133, 192] en construisant des chemins correspondant
a des alternances entre cols et minima. On doit reconstruire ensuite les taux de transition a
partir de la seule connaissance des points cols, via des approches de type Kramers' [108]. Ces
méthodes ont le défaut d’étre tres éloignées de la dynamique du systeme étudié et de n’étre
vraiment précises que dans la limite de température nulle.

La deuxieme classe de méthodes utilisées correspond aux échantillonnages de trajectoires :
partant d’une trajectoire putative reliant deux états métastables, on I'ajuste pour la faire cor-
respondre & une trajectoire « typique ». Une premiere difficulté rencontrée par ces méthodes
est que la simulation d’une trajectoire nécessite au préalable sa discrétisation. Non seulement
celle-ci est arbitraire, mais il faut de plus qu’elle résiste aux évolutions ultérieures de la tra-
jectoire fictive. Par exemple, deux configurations successives ne doivent pas s’éloigner trop
fortement. En outre, si la trajectoire devient tres chaotique et varie sur des distances petites
devant la taille typique de discrétisation, ces méthodes sont vouées a I’échec. Elles connaissent
toutefois aujourd’hui un succes mérité, car elles ont permis de réels progres par rapport aux
méthodes décrites précédemment.

Un premier exemple de ce type de méthodes consiste a relier les « éléments » successifs de
la trajectoire par des ressorts (Nudged Elastic Band [97]) qui en assurent ainsi la cohésion. Si
cette méthode est efficace a tres basse température, elle est peu précise a température finie et
dépend fortement de la maniere dont la force de rappel est choisie. Une autre alternative, qui
semble tres fructueuse, est de garder une distance fixe entre différents maillons [62]. Notons
que des alternatives ont été proposées pour travailler & température finie [63], en utilisant
plusieurs répliques de la trajectoire. Finalement, notons que méme si 'on arrive a trouver
une trajectoire de passage typique, celle-ci ressemblera a la trajectoire présentée sur la figure
4.1 : le passage est tres mal échantillonné parce que la majeure partie de la trajectoire corres-
pond a des oscillations dans les états métastables. Une alternative a ce probleme fut proposée

par le groupe de David Chandler [28, 51] : on échantillonne des trajectoires courtes dont les

'La formule de Kramers donne une correction 2 la loi d’Arrhenius fondée sur la seule connaissance de la
courbure du potentiel au niveau du minimum et du point col. Bien que vieille de plus de 60 ans, elle reste

d’une étonnante précision. Voir [93] pour une revue des développements les plus récents dans ce domaine.
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extrémités sont contraintes a étre dans deux états métastables distincts. Cette contrainte in-
duit un biais sur I’échantillonnage que ’on compense via des méthodes statistiques (Umbrella
sampling, intégration thermodynamique, etc...).

Au cours de ce travail, nous nous sommes intéressés a une méthode alternative qui consiste
a définir de nouveaux objets physiques, qui contiennent naturellement 'information perti-
nente, puis & proposer une maniere de les évaluer. Cette stratégie repose sur une approche

opératorielle des dynamiques stochastiques, que nous introduisons ci-dessous.

4.2 Hamiltonien de Fokker-Planck

Un exemple topique de séparation d’échelles de temps est fourni par un systéme hamilto-

nien en contact avec un bain thermique de température T :

Gg=p p=-VV(g)—rp+v29Tn (4.1)

ol q et p représentent les vecteurs position et impulsion du systeme, V' son énergie potentielle,
~ est un coefficient de friction qui assure le couplage au bain et  un bruit blanc gaussien. Si
I’énergie thermique kT est tres faible devant la hauteur typique AV des barriéres de potentiel,
le systeme oscille la plupart du temps pres des minima de V' et subit des transitions induites
par le bruit sur des échelles de temps de l'ordre de exp (%) (Loi d’Arrhenius). Notons que
ce temps caractérise I'intervalle entre deux transitions et non leur durée. Celles-ci ont en effet

lieu sur des temps d’ordre 1 et c’est leur rareté qui rend le passage difficile (figure 4.1).

Fig. 4.1 : Exemple d’une trajectoire de passage dans un systéme de type (4.1) ou
kT ~ 10% AE. Le systéme reste sur un temps trés long prés des minima et le passage est réalisé

par une trajectoire bréve, mais rare.

La séparation des échelles de temps est dans ce cas liée a la faible température du bain.
Toutefois, en haute dimension ou pour des géométries particulieres de ’espace des configura-
tions, son origine est souvent entropique. C’est, par exemple, le cas lorsque le passage requiert

un phénomene de nucléation [113].
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Pour simplifier le probleme, tout en conservant son essence, considérons dans un premier

temps la limite de grande friction? de la dynamique (4.1) :
4=-VV(q)+Vv2Tq (4.2)

Lorsque kT est petit devant les barrieres typiques AV, on retrouve les propriétés de séparation
d’échelles de temps décrites précédemment. L’évolution d’une densité de probabilité P(q,t)

sur 'espace des configurations est donnée par 1’équation de Fokker-Planck [75, 158] :

N

OP(a,1) ==Y o (ra ot
5~ “HrePlat)  Hrp= _; dgi <T8Qi " 0%) -

L’organisation en états métastables peut étre lue directement dans le spectre de Hpp. En
effet, considérons ’ensemble des vecteurs propres 1;(¢) de Hpp, dont on note \; les valeurs

propres. Toute distribution de probabilité P se décompose sur la base des v; :
P(q,0) = aiti(a)  Plg,t) =) aie"i(q) (4.4)

L’évolution temporelle de P est donc encodée dans les valeurs propres A;. Entre autres, la
séparation d’échelles de temps se lit comme un trou spectral dans leur distribution® :

e les relaxations dans les états métastables sur des temps courts ts correspondent a des
valeurs propres d’ordre 1 en T, ne s’annulant donc pas dans la limite de faible tempé-
rature,

e les transitions entre états métastables ont lieu sur des temps longs t;, et les états corres-
pondants ont des valeurs propres d’ordre tl_l ~ 67%, qui sont nulles au premier ordre
en 7.

La partie basse du spectre de Hpp contenant 'information pertinente aux temps longs, il
est naturel d’y chercher une définition rigoureuse des états métastables. Les états propres
de faible valeur propre’ p; n’ont a priori aucune raison d’étre positifs et ne peuvent donc
jouer le role de densité de probabilité. Toutefois, on peut associer & chaque état métastable
une combinaison linéaire des p;, positive et centrée sur cet état [1, 32-34, 78]. Notons que la
dégénérescence des p; a 'ordre dominant en T" est levée par les probabilités de transition entre
ceux-ci (c’est I'analogue de leffet tunnel en mécanique quantique). Pour déterminer les taux
de réaction, il « suffit » donc de connaitre les plus faibles valeurs propres de Hpp. Toutefois,
évaluer ces dernieres repose sur des calculs compliqués d’instanton, qu’en général on ne sait
pas faire. De plus, la diagonalisation numérique de Hpp, méme partielle, est aussi difficile

que la simulation directe des chemins de réaction, puisque toute 'information pertinente

20n l'obtient en effectuant un changement d’échelle sur le temps t — ~t, et en redéfinissant le bruit
\/¥n — 7, on peut alors lire la limite v — oo sur ’équation (4.1).
3Si l’on peut montrer que le Hamiltonien (4.3) a des valeurs propres réelles, ce n’est en général pas le cas.

C’est alors un trou spectral dans les parties réelles des \; qui traduit la séparation d’échelles de temps.
4Dans la suite on parlera indifféremment d’états « en dessous du trou spectral », de « faible valeur propre »

ou de « valeur propre nulle au premier ordre en T' », méme quand il s’agira de gap dans les parties réelles.
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pour les transitions est contenue dans des régions ou les p; sont exponentiellement petits.
Finalement, puisque ces états sont de basse valeur propre, on pourrait penser qu’il suffit de
simuler les équations stochastiques pendant un temps suffisamment long pour en obtenir des
combinaisons linéaires. Toutefois, parmi ces états figure la distribution de Gibbs exp|[—3V (z)],
qui est de valeur propre nulle et ne contient par définition aucune information dynamique.
Celle-ci « écrante » les états intéressants, rendant hasardeuse leur détermination directe.
Pour calculer les taux de réaction, il serait donc utile de pouvoir projeter le spectre sur le
sous-espace orthogonal au fondamental. C’est un des intéréts du formalisme supersymétrique
présenté dans cette thése. Un premier pas dans ce sens fut réalisé par Bernstein et Brown [17]
qui montrerent que ’on peut construire un opérateur H}; p» dont le spectre est le méme que
celui de Hpp, sans le fondamental. Ce travail est issu d’une série d’articles, qui firent, au
début des années 80, le lien entre la mécanique quantique supersymétrique et I’'opérateur de
Fokker-Planck [40, 140-142, 152]. L’idée générale est que 'on peut généraliser le Hamilto-
nien Hpp, via 'introduction de variables fermioniques, en un Hamiltonien supersymétrique
H. Parallelement, Witten [196] démontra que le spectre du Hamiltonien supersymétrique a
une forte connexion topologique. Finalement, en effectuant un changement de base astucieux
par rapport a approche de Witten, Tanase-Nicola et Kurchan [186] montrerent que 'ex-
tension supersymétrique H encode dans ses états propres toutes les structures géométriques
pertinentes pour ’étude des chemins de transition du cas purement dissipatif (4.2). Ils en

déduisirent entre autres une procédure numérique permettant de localiser ces derniers.

4.3 Approche supersymétrique de I’équation de Kramers

Le pendant opératoriel de la dynamique de Kramers (4.1) s’écrit :

OP(q,p,t N oo B OH  OH o OH
(a.p.1) _ [E (w >
=1

P(qapat) = _HKP(q7p7t)

(4.5)

Comme dans le cas purement dissipatif, le Hamiltonien Hg peut étre généralisé en un opéra-

ot Op; op; * 731%‘ * dq;)  9q; Op;

teur supersymétrique H, vivant dans un espace de Hilbert plus large. Cette construction est
I’objet de la section 5. On montre entre autres que la restriction de H a des fonctions d’onde
sans fermion redonne 1’équation de Kramers (4.1). Il est ensuite naturel de s’interroger sur le
sens des autres secteurs fermioniques. Une maniere constructive et non rigoureuse de décrire
les fonctions d’onde a k > 0 fermions est de trouver une dynamique stochastique correspon-
dant a I’évolution induite par H dans le secteur a k fermions, et d’identifier ses structures
stables. Nous suivons une telle démarche dans la section 6 et montrons que les fonctions a &
fermions se localisent aux temps longs sur les variétés instables des points cols a k directions
instables.

Comme nous ’avons souligné précédemment, une grande part de la motivation de ce travail
vient de son application potentielle a la physico-chimie. Dans la section 6.2, nous montrons

la relation entre les fonctions d’onde a 1 fermion et les courants de réaction. De maniére
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surprenante, le formalisme nous suggere d’étudier un courant « réduit », qui ne contient que
la partie du courant de probabilité responsable de la transition, débarrassée des circulations
d’équilibre a l'intérieur des états métastables.

La section 7 traite ensuite des relations entre la supersymétrie de I’équation de Kramers
et la topologie de l'espace des phases. Finalement, nous montrons dans la section 7.4 que
le formalisme s’étend naturellement au cas d’'un Hamiltonien dépendant périodiquement du

temps.
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Chapitre 5

Supersymétrie et équation de

Kramers

Cette section se veut une introduction aussi simple que possible a la supersymétrie. Intro-
duite dans les années 70 [194] dans le contexte des théories relativistes des champs comme
une symétrie couplant des degrés de libertés fermioniques et bosoniques, la supersymétrie a
des applications qui vont bien au-dela du cadre de cette these. Nous nous contentons ici de
faire une présentation minimale mais aussi compléete que possible des éléments nécessaires a
la compréhension du travail présenté ici.

Dans un premier temps, nous commencons par étudier le cas d’un systéme purement
dissipatif en contact avec un bain thermique. Cela nous permet d’introduire le formalisme
supersymétrique dans un cadre relativement simple, avant de le généraliser au systéeme de

Kramers.

5.1 Dynamique de Langevin et intégrales de chemin

Considérons un systeme purement dissipatif possédant N degrés de liberté x; soumis a un
potentiel V(x) :

ov
p= — ; 1
T oz, +n (5.1)
Les n; sont des bruits blancs gaussiens de variance 27 :
<77i(t) 74 (t/)> =2T (5@' (5(t — t,) (5.2)

qui résultent du couplage avec un bain thermique a la température 7. Si les équations du
mouvement (5.1) donnent une image claire de la dynamique du systéme étudié, il est nécessaire
de changer ’angle d’approche des lors que 'on souhaite caractériser ses propriétés physiques
— c’est-a-dire & calculer des moyennes d’observables. Une alternative est fournie par I’équation
de Fokker-Planck :

N
@) HppPla,t)  Hpp= -2 ; (T it (W) Y
=1
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qui donne I’évolution de la densité de probabilité dans ’espace des configurations. Ce type
d’équation est trés proche de I’équation de Schrédinger! et il est donc naturel d’utiliser
I’arsenal usuel de la mécanique quantique. Des lors que la résolution explicite de ’équation
(5.3) n’est pas possible, on dispose grace aux intégrales de chemin [70] d'un formalisme
puissant a l'origine de nombreux outils de la physique théorique moderne (développements
perturbatifs, renormalisation, instantons...). Si une large partie des résultats présentés dans
ce travail repose sur une étude des opérateurs de type (5.3), nous nous servirons néanmoins
fréquemment du formalisme d’intégrales de chemin. Il fournit en particulier une maniere

naturelle d’introduire la supersymétrie que nous allons présenter dans ce chapitre.

5.1.1 Propagateur

Construisons tout d’abord une représentation fonctionnelle du propagateur. La probabilité
que le systeme parte d’'un point xg au temps 0 et arrive en un point z7 au temps T est, par
définition, la somme des probabilités de toutes les trajectoires, solutions de ’équation (5.1),
qui satisfont ces conditions aux limites. Par ailleurs, une telle trajectoire est entiérement
définie par son point initial zo et la réalisation du bruit n(t) pour ¢t € [0,7]. C’est donc la

probabilité de n qui détermine celle de la trajectoire. En terme d’intégrales de chemin, ceci

s’écrit :
P(ex,Tleo,0) ~ [ Din()|Pln(t) (5.4)
x(0)=xo
x(T)=zr
N _lE.ITdtni(t)Q
ol Pn(t)] =e 22ido 2T (5.5)

est la probabilité de la réalisation n(¢). En utilisant I’équation du mouvement (5.1), on peut
effectuer un changement de variable des n; vers les x;. En notant J(x) le Jacobien correspon-

dant, sur lequel on reviendra a la fin de cette section, le propagateur s’écrit :

Per, Tlao,0) ~ [ Dla(@)] Jw)e I 4= (i) (5.6)

x(0)=xo
z(T)=xT

En effectuant une transformation de Hubbard-Stratonovich, on introduit un champ conjugué

imaginaire® & tel que

Pler. Tlza,0) ~ [ Dla(n), a(0)] J(e) 7 127 (000 82) 178 (5.7)

x(0)=xo
z(T)=xT

len temps imaginaire et & un changement de base prés.
2Si les champs & sont imaginaires, les points de col de I’action correspondent en général & des & réels, et on

« oublie » donc le préfacteur .
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L’intégrale dans I'’exposant est de la forme :

’ l v
Slx, &) = / dt{z - & — H[&, x]}  Hlw,2]=-> <Ta: + a-) (5.8)
0 i=1 i
Notons qu’en substituant z; par 8%1-’ on « reconnait » 'Hamiltonien de Fokker-Planck * (5.3)
correspondant a la dynamique (5.1).

Pour déterminer le Jacobien J(x), on doit lever une ambiguité liée a la définition des
équations du mouvement (5.1). En effet, la construction de I'intégrale de chemin repose sur
leur discrétisation temporelle qui est a priori mal définie. Si 'on considére un intervalle de
temps infinitésimal 0¢, ’équation (5.1) intégrée entre t = ndt et t + 6t = (n + 1)dt s’écrit au

premier ordre :

ov

8.'I:l' r=x*

xi(n+1) = xzi(n) — ot +7ni(n+1) (5.9)

ou 7] est un bruit blanc gaussien de variance 27" §t. Pour effectuer le changement de variables
dans l'intégrale de chemin, on doit calculer le Jacobien J,y; = det (%) Or celui-ci
dépend d’ou est évalué x* entre x(n) et & (n+1). Une premiere convention, dite de Itd, est de
prendre * = x(n). Le Jacobien est dans ce cas simplement égal & 1. Nous adopterons ici la

convention de Stratonovich, qui consiste & prendre @* = J[z(n) + x(n+1)]°. Le Jacobien est

alors donné par det <5ij + %575 8?;‘; j). En utilisant la relation log det = Tr log, on obtient :

1. 0%V 1 *V
1 = det | 0;; + =t = Y 0t—s5 1
s ¢ ( it 2 83:7;3:Uj> P (2 zl: &EQ) (5.10)

Le Jacobien total J =[], J,, s’écrit finalement :

2
J =exp (;Z/dtg;2/> (5.11)

et le propagateur (5.7) :

P(er,Tleo,0) ~ [ Dla(t))c ¥+1e (5.12)
z(0)=xo
z(T)=xT
ou l'on a défini I'action :
T N 2
oV 10°V
Srplx,&] = dt ik + 2 | T + — - 5.13
poinsi = [ foae (1ne 50) 555} o1
3En toute rigueur, pour reconstruire Hpp & partir de Paction, il faut évidemment tenir compte du Jacobien

J(x).
( 4)Voir [175] pour une présentation pédagogique et détaillée.
®La terminologie It6/Stratonovich est généralement utilisée, lorsque I’on parle de bruit multiplicatif, pour
savoir ol est évalué le préfacteur du bruit. Par distinction, la convention * = %[z (n) + @(n + 1)] est parfois
nommée « régle de quantification de Wigner » [199]
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5.1.2 Représentation supersymétrique
5.1.2.1 Déterminant et variables de Grassman

Il existe une maniére alternative de représenter le déterminant J(x), qui conduit naturel-
lement a la supersymétrie. Plutot qu’utiliser & nouveau une discrétisation de la dynamique,
nous suivons ici une approche différente pour calculer I'action (5.12), en restant au niveau
de la théorie des champs [199]. Les équations du mouvement (5.1) peuvent se mettre sous la
forme :

g(xz,m) =0 on g(xz,m)=x+VV(x)—n (5.14)

La probabilité des trajectoires s’écrit alors :

P(ap, Tlzo,0) ~ / Dlg,m] 6(g) et i w4 Tani (5.15)
x(0)

0)=axo
z(T)=zT

La fonction §(g) impose la stricte réalisation des équations du mouvement tandis que le poids
exponentiel donne la probabilité de la trajectoire correspondante. En inversant la relation
g(x) = 0, on obtient ainsi une expression x(g). On peut ensuite effectuer le changement de

variable pour obtenir :

P(:ET, T’m()? O) ~ / D[m’ 77] 6[g($, 77)] j(w) e_ﬁ fOT a Zfil 7722 (516)
z(0)=xo
x(T)=zT

ot J(z) est le Jacobien fonctionnel det (g—g) = (% + V2V)".

Notons ici que le déterminant d’une matrice M de taille N peut se calculer via I’égalité

det M = / [T d6:df; e = 6:Mi;6; (5.17)

ol les 01,...,0n et 0;...0y sont des variables de Grassman’. Cette formule se généralise
directement & des champs 6;(t), 6;(t). Ainsi, en introduisant 0y (t)...0n(t), 01(t)...0n(t), le

Jacobien j(x) se met sous la forme :
- [T, i) (6, A+ 22V Vg,
J( ) /D[97 9] e fO { 2% ()< »J dt 8£161J> J} (518)

Par ailleurs, en utilisant sa représentation de Fourier, la fonction d[g(x,n)] peut se réécrire

grace a un champ conjugué &(t) :

slgtam)] = [plage™ (5 (5.19)

5Cette formule est équivalente & une prescription de type Stratonovich.
"Les variables 6; et 1 forment une algebre dont le produit est antisymétrique : 6;0; +60;0; = 0. Les variables

conjuguées @; correspondent aux dérivations §; = % et 'on a donc les deux autres relations 8;0; + 6,0, = 0
et 019]- + 9j9i = ;5. C’est tout ce qu’il est nécessaire de connaitre sur les variables de Grassman pour mener

a bien les calculs présentés ici.
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En mettant ensemble (5.16), (5.18) et (5.19), puis en effectuant l'intégrale gaussienne sur
les n;, on trouve :
P(xr, T|xo,0) /D ¢Slw2.0.6] (5.20)

_;po
:l:(T) xT

ou ’on a défini ’action :

. oV
Sz, z,0,0] :/0 dt; ity + T (Ta:Z 8331) —0; Z 89518:0] (5.21)

Cette action posséde des symétries qui mélangent les degrés de libertés fermioniques (i.e.
correspondant aux variables de Grassman) et bosoniques. Elles furent découvertes pour la
premiére fois par Becchi, Rouet et Stora (BRS) [8, 9] et la supersymétrie que nous présentons

ci-dessous est une conséquence de leur existence.

5.1.2.2 Opérateur généralisé

Notons que pour retrouver 'action (5.12) & partir de (5.21), on doit intégrer sur les degrés
de liberté fermioniques. Toutefois, il est naturel de s’interroger de maniere plus générale sur
ce que représente l'action (5.21) avant intégration sur les 6, 0. De la méme maniére qu’au
Hamiltonien de Fokker-Planck (5.3) correspond l'action (5.12), il existe en effet un pendant
opératoriel de 'action (5.21).

Pour construire celui-ci, commencons par définir un espace de Hilbert H dans lequel vivent
les fonctions d’onde correspondantes. La représentation opératorielle des variables de Grass-
man se fait via I'introduction de 2N opérateurs de création et annihilation fermioniques az,

a; satisfaisant les regles d’anticommutation suivantes :

V(i,j) € {1...N}? aja; +aja; =0 T al it aJr T =0 alaj + aja;r =4d;; (5.22)

Suivant la notation usuelle de la mécanique quantique [112], les opérateurs aZT

créent un
fermion dans I’état 4, et les opérateurs a; en détruisent un. En partant d’un état de référence

|—) ne contenant aucun fermion
Vie{l,....,N} ai-)=0 (=lal =0 (5.23)

on peut construire un espace de Fock fermionique F, dont les fonctions d’onde sont de la
forme :
laf ...a} ) =a] ...al |-) (5.24)

11 1k

On munit cet espace d’une structure d’espace de Hilbert via le produit scalaire
<ai|a}> = 0ij (5.25)

Par ailleurs, l'espace de Hilbert associé au Hamiltonien de Fokker-Planck (5.3) correspond a

'espace L? des fonctions de carré intégrable, définies sur I’espace des configurations. On note
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|1) les fonctions d’onde qui le composent, que nous identifions par la suite & leur représentation

(x|y) = 1b(x). Le produit scalaire sur L? est défini de la maniere usuelle :

<¢W%=/Hwimﬁﬂw) (5.26)

ot1 ¢(x) est le complexe conjugué de (x). L’espace H est alors simplement le produit tensoriel

L? ® F. Les fonctions d’onde qui le composent sont de la forme :
=3 i al@)al . al ) (5.27)
k 1.0

ou les v, ;, sont compleétement antisymétriques. Le produit scalaire, hérité de (5.25) et
(5.26), s’écrit :

(Wlx) = Z Z /dwwil...z‘k(a?) Xiy...ij, (T) (5.28)

kll Zk

Si 'on quantifie ’action (5.21), on obtient finalement I'opérateur généralisé :

ov i 0%V
' j 2
Z Ox; ( Ox; 8%‘) + Z a; 0,01, a; (5.29)

qui s’applique a des fonctions d’onde du type (5.27).

5.1.2.3 Supersymétrie

L’opérateur H possede deux symétries (ou « charges ») nilpotentes :

Q——izaiai Q——zZ( ;g;i)cﬁ Q*=0Q%*=0 (5.30)

qui satisfont de plus H=T(Q+Q)?=T(QQ + QQ). (5.31)

Notons que la conjugaison
BH

BH
Hjp=e2 Hppe 2 (5.32)
met Hpp sous une forme hermitienne : H 1’% p=H 1}} PT. La partie fermionique de H ne conte-

nant pas d’opérateur de dérivation, elle est invariante sous cette transformation.

Ainsi H' = He 5 = gt (5.33)

Dans cette nouvelle base, les opérateurs @ et Q sont conjugés I'un de 'autre, et I’étude du
spectre de H et de son organisation devient relativement simple [186].

C’est par référence a la structure (5.31) que 'on parle d’Hamiltonien supersymétrique.
Avant de montrer quelles informations on peut extraire de ce formalisme, nous allons répéter
I’exercice avec une dynamique légerement plus complexe : une équation de Langevin avec

inertie.
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5.2 Equation de Kramers

Tournons-nous & présent vers le cas inertiel, ou ’amortissement est fini. Considérons un
systeme hamiltonien possédant N degrés de liberté, couplé® & un bain thermique de tempé-

rature 1" :

OH

Opi

. OH OH

Di = "0 _Wapi + i

H(q,p) est le Hamiltonien du systeéme, n; un bruit blanc gaussien de variance 2y T et ~y

gi =
(5.34)

I'intensité du couplage au bain (physiquement, un coefficient de friction). La dynamique (5.34)
peut se traduire simplement en termes d’équation d’évolution pour la densité de probabilité

sous la forme [158] :

or q p, OH  OH 0 OH
[Z Ipi ( P op 8q¢) 9q; Ipi

’l

P<qap7t) - _HKP(q7p7t)

(5.35)

5.2.1 Formalisme supersymétrique

Comme précédemment, nous pouvons construire une représentation en intégrale de chemin

du propagateur :

ar, PT - OH OH . OH
P(qr, pt,T|q0, Po,0) =/ Dlq,p,n,0,0]0 (pz + m(t)> J <q¢ — ) X

qo0, Po Opi O Op;
02 . 2 _ 2 2 2
%H ?H %H %H %H 92H
fo dt{ T (9% (0g; — Bp;04; 0q; T 9p;0p; 0P3)+0Pi(9m+aqiapj epj+’yapi8pj epj+5qi8qj qu'""yapiaqj qu‘))}
(5.36)

ot les 4N variables de Grassman 0,,, 0., 0,,, 0,, ont été introduites pour calculer le Jacobien
permettant de passer des équations du mouvement aux variables p; et ¢;. De nouveau, on
peut utiliser la représentation de Fourier de la fonction § [199], en introduisant 2N champs
imaginaires §;, p;, pour obtenir :

qr, PT

P(qr,pt,T|q0,P0,0) = [ Dlg.q,p,p,
q0, Po

Tl %n 5. (6 %n %n %H %n
e_ Jo dt{é’qi(@ql 817 Bq 0q;— 9p;0p; Op;)+0p; (Gpi+8q¢3pj O, +78pi3pj 6pj+8qi8qj- 04; +78p1;3q3- qu)

0,0,7)c fo dt/ {pl(pﬂrw g—;:JrS—Z—m(t))—M%n?(t’)ﬁi(qz-—%)}

(5.37)
Finalement, I'intégration sur les variables de bruit 7; donne :

qr, Pr togr s s 52 OHY_» OH
A oo A1 [Eatdpipi+ds gy TP+ H OH
P(qr,prT|90,p0,0) = | Dla,q,p,p,0,8)e” {Pibetdsdetn To i i a3
qo, po
T 7 (g %H %H 7 (g %H 9%H %H %n
o fo dt{elh' (00— 3p;9q; 995~ ap;ap; O3 T0%: Orit 50y, OV B 0w, 095 8504, 095 T Bpi00; 095

(5.38)

8Pour les différentes manieres de coupler un systéme hamiltonien & un bain thermique, voir [41].
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De nouveau, cette action possede des symétries BRS qui permettent de construire une version
supersymétrique de Hg . Pour la quantifier, on introduit cette fois 4 N opérateurs fermioniques
a;, bz, a;, b On choisit ici d’associer respectivement les opérateurs a et b aux variables 64 et

0,. On obtient ainsi 'Hamiltonien de Kramers généralisé :

0 ( OH  OH 0 OH
H= ny o7 ( - >+

Top " oq: 0q; Opi
) ) (5.39)
0*H O“H  + O°H t t t )
—I— i+ bb a;b; + bia; +b;b; —aa;
qui est & nouveau de la forme H=Hg+HE (5.40)

ott Hg est l'opérateur de Fokker-Planck (5.35) et HE une partie fermionique. L’espace de
Hilbert H correspondant s’obtient, comme a la section précédente, en prenant le produit
tensoriel d'un espace de Fock fermionique et de 1’espace L? des fonctions de carré intégrable
définies sur I’espace des phases. Pour obtenir la structure supersymétrique de cet Hamiltonien,
on doit donc chercher deux charges @Q et @ nilpotentes telles que H = T(QQ + QQ).
Comme nous le verrons dans la section 7.2.1, Q = —i ), ( 9 @i T 5 bi) a une signification
purement géométrique’ et I'on vérifie qu’il s’agit & nouveau d’'une symétrie de H : [H, Q] = 0.
Par analogie avec le cas purement dissipatif, il est naturel de chercher un opérateur différentiel

du premier ordre @ tel que

RQ*=0 T(QR+QQ)=T(Q+Q)*=H (5.41)

C’est effectivement le cas en prenant

o ; LOH\ (0 10H (0 | 1oH o
B Zz[b (3(1 Taqz’) ai<3pz+Tapz b 0pz+T8pz (542)

Nous avons donc trouvé une extension supersymétrique de Hy et les charges correspon-

dantes 'V. Notons que H possede une symétrie additionnelle F' définie par
2N
F=>Y alaj+bb;  quisatisfait  [H,F] = 0. (5.43)

ZT.I . Zkbjl . .b;l |—) son nombre [ + k de fermions.

Dans la suite, il sera plus agréable de disposer d’une notation compacte des opérateurs pré-

F associe a un vecteur |¢) = ¥ (x)a

cédents. Ceci peut étre fait en écrivant le systeme (5.34) en termes des variables (x1,...,zon) =

9C’est une représentation de la différentielle extérieure.
10Ces symétries ont été trouvées par Kleinert et collaborateurs [102], pour une action correspondant & une

évolution de la forme (5.34) dans le formalisme lagrangien d’intégrales de chemin.
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(q,p) :

. OH OH 1 Oy —1n 0 0
T; = _Qijail’j — Dij <C{9SU] — 777]) avec Qij = (1]\/ On > et Dij = ’y<0 1N>
(5.44)
Lorsque D;j = 0, (5.44) est la forme symplectique des équations de Hamilton, le second terme

du membre de droite représente 'interaction avec le bain. Avec cette notation, 'opérateur de

Fokker-Planck généralisé (5.39) s’écrit :

d 0 OH OH P*H
H=—2 (D (75 + ) 10,20 ) + (D + Q)22
Ou; ( ( Oz i 8x]> i jﬁfj) Dyt j)aﬂvkaxj ek (5.45)

= HK-f—Aikcick
ou (¢1,...,con) = (a1, ...,an, b1, ...,bx), et nous avons défini :

O*H

(5.46)

Les charges sont alors données sous la forme :
2N
Q=-i3 5,
=—i ci
X 8% !

o=_" o  OH M S i 4 O
= —Z (Q4; + Dij) < 8x3+8x]> e 7T z)Zci(Q”—i-Dw)a—zje

ij=1 ij=1
(5.47)

La notation introduite dans cette section décrit plus particulierement les cas dans lesquels
les vitesses dans l'espace des phases dérivent d’une fonction globale H. Notons toutefois que

lorsque ce n’est pas le cas et que la dynamique est donnée par

1
—QijH; — Di; (H ’/7”> (5.48)

avec g?l = %7;3 mais telle que H;(x) ne soit pas globalement un gradient, il y a toujours une

structure supersymétrique :

. 2N P
Z IQZJ+D1])< axj"‘Hj)

_ —ZZ -
2 T (5.49)
8 0
H = ~m <Dij < > ) —|—AUC Cr
avec Ai, = (Dij + QZJ)ZH‘ (5.50)
LTk
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5.2.2 Spectre du Hamiltonien supersymétrique

L’intérét d’avoir introduit une structure supersymétrique apparaitra clairement dans les
chapitres 6 et 7 ol nous verrons que les vecteurs propres de H contiennent beaucoup plus
d’informations que ceux du Hamiltonien initial Hy. Toutefois, avant d’aborder ce contenu
physique qui constitue le coeur de cette derniere partie, il est nécessaire d’étudier les consé-
quences de la supersymétrie sur 'organisation du spectre de H.

Dans un premier temps, nous considérons uniquement les Hamiltoniens ne dépendant pas
explicitement du temps ainsi que le cas ou les forces dérivent localement mais pas globalement
d’un potentiel. La section 7.4 sera consacrée plus spécifiquement au cas dépendant du temps
tandis que les sections 7.2 et 7.3 seront dédiées au cas dérivant globalement d’une fonction
hamiltonienne H.

Notons tout d’abord que H n’est pas hermitien et ne peut étre mis sous une forme her-
mitienne via une transformation de similarité. Il s’agit d’'une différence importante avec le
cas purement dissipatif qui rend plus difficile I’étude de la structure supersymétrique. Entre
autres, les valeurs propres n’ont aucune raison d’étre réelles et I’on doit donc distinguer A de

son complexe conjugué \. Les fonctions d’onde de I'espace de Hilbert H sont de la forme

) = Z Z Vi .oosimor,enjn (4> P) bT ...bT *1 ...ajny_> (5.51)

me{0...N} i1...tm
ne{0..N} Ji-jn

ou |—) représente le vide fermionique et les v;, sont completement antisymétriques.

ImsJ1seedn

Puisque le Hamiltonien n’est pas hermitien, nous devons distinguer les vecteurs propres a

droite et a gauche. Ils sont définis par

Hiply = Nlwf) et HUpE) = Ni|vf) (5.52)

Dans tout ce qui suit, nous supposerons H diagonalisable ', c’est-a-dire tel qu’il existe une

base bi-orthonormale de vecteurs propres :

WFf) = bi; (5.53)

L’objet des deux sections qui suivent est de montrer que le spectre de H est organisé

comme le montre la figure 5.1.

5.2.2.1 Vecteurs propres de valeur propre non nulle

Dans cette section, nous allons nous concentrer sur les vecteurs propres de H de valeur
propre non nulle. En particulier, nous allons montrer que ’espace qu’ils génerent est organisé

en paires d’états dégénérés, connectées par Q) et Q.

1 (est une hypotheése restrictive, car la diagonalisabilité de H n’est pas évidente. Voir en particulier [91]

pour une discussion détaillée.
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A Q:(— %Q:—»
B ——
e
0 1 2 3

Fig. 5.1 : Représentation générique du spectre de H. Les états propres sont divisés en
deux types : des paires de vecteurs propres reliés par () et des états isolés, qui n’'appartiennent a
aucune paire. Ces derniers ont nécessairement une valeur propre nulle. L'axe vertical symbolise les

différentes valeurs propres, bien que celles-ci puissent étre complexes.

Ceci peut se comprendre intuitivement de la maniere suivante : étant donné que H =
T(QQ+QQ), les états propres associés a des valeurs propres non nulles ne peuvent étre anni-
hilés simultanément par @ et Q. De plus, comme Q et Q commutent avec H, ils transforment
des vecteurs propres en d’autres vecteurs propres de méme valeur propre. Puisque de plus
Q? = Q? = 0, I'application répétée de @ ou Q sur un vecteur propre ne produit pas de triplet
de vecteurs propres. In fine, on peut construire une base (|¢X), |[xF)) (cf figure 5.2) d'un tel

sous-espace telle que

_ A
Qo) =i et Qha') = Fle) (5:54)

[~

-Q +Q

N XD~ 1)
0 er ~~—

Q k Q k—+1

>

>3
Nat
(@)

Fig. 5.2 : On peut construire une base de I'ensemble des états propres de valeur propre non nulle

composée de paires de vecteurs 3 k et k + 1 fermions vérifiant (5.54).
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Démonstration : Remarquons tout d’abord qu’un vecteur propre quelconque ]1/1R> de
valeur propre A\ # 0 est une combinaison linéaire de deux vecteurs propres |¢?) et
|x®) annihilés respectivement par QQ et QQ. En effet, en notant [x%) = QQ|y %) et
|pT) = QQJpT), on voit que :

9% = SHIYR) =

T () + 167). (555)
Puisque QQ et QQ commutent tous deux avec H, |xT) et |¢) sont des vecteurs
propres de H de valeur propre A. Comme Q et Q sont nilpotentes, ces deux vecteurs
propres sont tués respectivement par QQ et QQ. On peut ainsi construire une base
du sous-espace A # 0 en prenant 1'union des bases des noyaux de Q@ d’une part et
QQ d’autre part. Pour le voir, notons |xf) une base de vecteurs propres annihilés
par QQ, et |¢ff) = %lef> Puisque Q|¢F) = %H|Xﬁ) = [xF), la famille |¢Z) est
indépendante, car son image par () est une famille indépendante.

De plus, la famille |¢F) géneére tous les vecteurs propres avec A # 0 annihilés par
QQ. En effet, soit |%) un tel vecteur. Il est clair que |¢) = %QQ‘¢R>. Puisque
Q[T est tué par QQ, il peut étre développé sous la forme Q[if) = >, ay|xF) et
par conséquent [¢F) = L3 ;Q|xF) = 1 32, i hi[oF).

La famille (|¢®), |x[?)) est ainsi une base du sous-espace \; # 0, qui satisfait la

propriété d’appariement (5.54).

On peut évidemment procéder de méme pour les vecteurs propres de gauche. En construi-

sant une base satisfaisant

<¢ﬂ¢§%> = 0yj <XiL’X§z> = 0yj (5.56)
(O =0 (x'leg) =0
ceux-ci sont alors appariés via
oLy (4L ~tLy ML
Q'lxi’) = 187") Q'le;) = T|Xi ) (5.57)

5.2.2.2 Valeur propre nulle et topologie

Le scénario dans I’espace propre A = 0 est légerement plus complexe. Montrons que 1’on
peut construire une base des états propres a droite (par souci de clarté, on omet dans cette

section I’exposant %) composée de (cf. figure 5.3)

i) paires (|of 1), |xF)) telles que |x¥) = Q|oF ™) #0

(5.58)
i) vecteurs isolés |p¥) tels que Q|pF) = 0 et V|¥) |pF) # Qv)

ot k dénote le nombre de fermions. A une telle famille correspond évidemment une base

similaire pour les états propres a gauche.
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3@ 3@ 3@ %@ x@
o ) A XD 6
0 er R 0 & e R
Q Q Q Q Q

Fig. 5.3 : /llustration de la structure de la base (5.58).

Démonstration : Construisons & présent une base satisfaisant (5.58). Regardons tout
d’abord le secteur a 0 fermion. Tous les vecteurs propres sont annihilés par les opéra-
teurs de destruction fermionique a;, donc par (). Certains vecteurs ne sont pas I'image
par (Q de vecteurs a 1 fermion, d’autres si. Notons |X?> une base de ces derniers et
|p}) les vecteurs a 1 fermion qui les génerent : [x¥) = Q|¢}). La famille [x?) peut ne
pas étre une base de tout ’espace a 0 fermion et nous la complétons donc par des
vecteurs propres |p?). Par définition, les |p?) sont annihilés par Q sans étre dans son
image. A ce point, {|x?), |09)} constitue une base du secteur & 0 fermion satisfaisant
(5.58). On peut alors se tourner vers le secteur a 1 fermion. La partie de ce secteur
qui est annihilée par @) peut étre organisée de la méme maniere que le secteur a 0
fermion, c’est-a-dire qu’il existe une base {|x1),|pi)} qui la génére et des vecteurs
propres a 2 fermions |¢?) tels que |xi) = Q|¢?). La famille |¢}) introduite précédem-

ment complete {|x1), [¢1)} en une base du secteur & 1 fermion. Cette construction

peut étre suivie récursivement pour tous les secteurs fermioniques. Finalement, on

obtient une base {|x¥), |¢F), [p¥)} qui satisfait effectivement les relations (5.58).

Dans la mécanique quantique supersymétrique associée au cas purement dissipatif, I’espace
propre associé a A = 0 est constitué uniquement de vecteurs propres isolés. Nous montrerons
dans la section 7.3 que c’est également le cas pour le probleme de Kramers lorsque les forces
dérivent d’un potentiel global H. Notons toutefois que des états appariés par Q et de valeur
propre A = 0 existent dans certains cas. Par exemple, un systeme vivant sur un anneau
et soumis & un champ magnétique perpendiculaire au plan de ’anneau ne possede pas de
potentiel global et il y a effectivement une paire reliée par ) dans le secteur propre de valeur
propre nulle.

Les états propres | pf) jouent un grand role en topologie. En effet, les fermions sont des
représentations des formes différentielles (annexe F) définies sur la variété de l'espace des
phases. ) est alors simplement la différentielle extérieure. Les états propres | pf) génerent
ainsi un sous-espace dont la dimension est le k® nombre de Betti By, qui est isomorphe au k°©
groupe de cohomologie de Rham [137] associé a I'espace des phases. Tout cela sera détaillé
dans la section 7, lorsque nous traiterons de la Théorie de Morse.

Les bases des espaces propres avec A = 0 et A # 0 forment une base globale : {|i;)} =
{IxI, |65), |pf)}. Au vu de sa structure (figure 5.1), il est tentant d’appeler respectivement

« appariés » et « isolés » les états générés par {|pf")} et {|#F), |x[)}, méme si 'on peut
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construire des états qui ne sont pas appariés par () sans étre générés par les vecteurs | pZR>, en
faisant par exemple la somme |¢F) + |x?). Dans la suite de notre travail, nous confondrons

donc la structure de la base avec les états qu’elle génere.
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Chapitre 6

De la supersymeétrie aux chemins

de transition

La principale motivation de ce travail est son application dans le cadre de la physico-
chimie. Nous avons introduit au chapitre précédent un formalisme mathématique dont nous
allons voir a présent comment extraire de 'information physique pour déterminer des chemins
de transition. Concrétement, nous présentons dans un premier temps une dynamique de type
Langevin qui correspond a I’évolution induite par I’Hamiltonien supersymétrique H dans le
secteur a k fermions. Nous en déduisons ensuite la nature des états propres de basse valeur
propre a k fermions et montrons comment le secteur a 1 fermion peut étre utilisé pour

déterminer numériquement les chemins de transition.

6.1 Dynamique stochastique dans le secteur a k fermions

Dans cette section nous présentons une dynamique stochastique qui correspond a 1'évo-
lution des fonctions d’ondes & k fermions induite par 'opérateur de Kramers généralisé H
(5.45). Nous nous limitons au cas ot le Hamiltonien H ne dépend pas explicitement du temps,
bien que la généralisation ne présente aucune difficulté. Le but de cet exercice est double :
d’une part, comme nous le verrons ci-dessous, cette dynamique sert de base & une méthode
numérique pour déterminer les chemins de réaction; d’autre part, nous utiliserons les équa-
tions d’évolution pour construire explicitement les vecteurs propres de basse valeur propre du
sous-espace a k fermions, ce qui nous sera utile dans le chapitre 7 sur la théorie de Morse.

Nous souhaitons donc trouver le pendant stochastique de ’équation d’évolution :

o (e, t) =~ Hln(a, ) (6.1)

ou |[¢g(x,t)) est une fonction a k fermions. On rappelle expression (5.45) :

d o  OMH OH i
H=——(Dj | T=—4 — | + Qj—— 'Ayjcj = Hg + H 2
81‘i < J < 8xj + 61‘3> + ]al‘j> +CZ jcj K + F (6 )
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Remarquons tout d’abord que les évolutions des différents secteurs fermioniques sont dé-
couplées, puisque l'opérateur nombre de fermions F' (5.43) est une symétrie de H. Aux grands
temps, |¢r(x,t)) est donc une combinaison d’états propres a k fermions dont les valeurs
propres seront de faibles parties réelles. Notons que si H était un opérateur quelconque, rien
ne garantirait que nous puissions trouver une dynamique de Langevin lui correspondant.
C’est en fait la supersymétrie qui assure I'existence d’une telle correspondance. Les dyna-
miques stochastiques correspondant aux différents nombres de fermions, également nommeées
Nicolai map, furent & l'origine déterminées uniquement pour les secteurs a 0 et N fermions
dans le cas de I’équation de Langevin [140-142] et ont ensuite été généralisées aux autres
secteurs fermioniques [84]. Nous utilisons ici une modification de la dynamique proposée par

Graham et Roekaerts [84], déja utilisée avec succes pour le cas purement dissipatif [185, 186].

6.1.1 Fonctions d’onde a 0 fermion

Pour la dynamique du secteur a 0 fermion, la partie fermionique Hp annihile |¢(x,t))
et (6.1) correspond donc simplement a 1’évolution induite par Hg, c’est-a-dire Hamilton +
bruit + friction (5.34). Ainsi, toute I'information contenue dans I’Hamiltonien de Kramers

Hy est également contenue dans le spectre de H.

6.1.2 Fonctions d’onde a 1 fermion

Traitons en détail le cas du secteur a 1 fermion. Une fonction d’onde a 1 fermion s’écrit
sous la forme ), wz(a:)c;r\—) L’équation (6.1) se traduit alors composante par composante :

0
aw(-’ﬂat) = —Hgi(x,t) — Aijij(x,t) (6.3)

Pour représenter cette évolution, on considéere une particule dans I’espace des phases, repérée
par sa position x, que 'on couple a un vecteur unitaire u possédant 2/N composantes. Cette
particule évolue avec la dynamique de Kramers standard (5.34), tandis que le vecteur u évolue
suivant
U = —Ajjuj + N(u)u; (6.4)
ol N(u) = >, upgAgu. Le dernier terme de (6.4) contraint w & rester unitaire en imposant
la conservation de ), u? = 1. On considere ensuite une population de particules évoluant
suivant ces regles et l'on couple I’évolution de chaque particule avec celle de son vecteur
unitaire via un taux de réplication/annihilation égal & —N(u). L’évolution de la probabilité
jointe F(x,u,t) est alors donnée par
oF 0

= = |-H
((% K+8’U,Z‘

> Aguj = Nwu; | = N(u)| F (6.5)
J

En effet, les deux premiers termes du membre de droite correspondent aux évolutions (5.34)

et (6.4) et le dernier terme traduit le taux de mort/clonage. Si 'on définit

i, 1) = / Icgu ws F (1) (6.6)
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on vérifie alors, via une intégration par partie, que [1)) =), wicﬂ—) évolue suivant (6.3).

6.1.3 Fonctions d’onde a k£ fermions

La généralisation a k fermions est tres naturelle. Puisque 1’on sait que les fermions corres-
pondent aux formes différentielles, on va remplacer le vecteur u par un k-volume orienté v.

La dynamique (6.1) pour un vecteur a k fermions

)= > i (@) el |-) (6.7)

U1 yeenylk

se lit composante par composante :
¢i17...,z’k = _HK¢i17...,ik - ZZ 5(07 a) Aa(il),a wa(iz),“.,a,...,o(ik) (6'8)
o (03

ou o dénote toutes les permutations des k indices, et £(o, ) est la signature de la permutation
(11,92, ...y ay .o yig) — (a,0(i1),0(i2), ..., 0(ig)). A nouveau, pour représenter I'évolution de
|1p), les particules évoluent avec la dynamique de Kramers (5.34), tandis que les équations

du mouvement pour v sont données par

Dirroin = = D O (D™ A1) 0 Voin)..oo(in) T Vit N () (6.9)

avec N(v) = Z Vi i ZZ(—U"(U’O‘) Ag(in),a Vo(in), o (in) (6.10)

1] 4eeeylf o

2

qui préserve la normalisation >, . vi
EARES RARRS)

g Comme précédemment, on clone ou tue les

particules avec un taux —N (v). On vérifie alors que la moyenne de v;, .._;, évolue effectivement

k
comme ©;, i, ().

Pour comprendre comment construire les états propres a k fermions au-dessous du trou
spectral, il est utile de remarquer que les équations du mouvement pour v correspondent &
I’évolution d’un élément de volume orienté de dimension k suivant la dynamique non bruitée.

L’élément de volume k-dimensionnel autour d’un point x s’écrit :

vk = dx1 Ndxa A\ -+ Ndxp, = M Z Uila---,ikéh VANREIWAN éik (6.11)

U150l

ou A est le produit vectoriel (extérieur), é; les vecteurs de base et la forme v;, . ;, est nor-
malisée. L’orientation et la norme d’un élément de volume évoluent le long de la trajectoire
d’une particule. L’équation (6.9) donne P’évolution de Porientation v et —A = M le taux

d’expansion.
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6.1.4 Etats propres de basse valeur propre de H

Avant de passer a I’étude des chemins de réaction, regardons quelles sont les structures
stables sous la dynamique stochastique du secteur a k fermions, i.e. les vecteurs propres
en dessous du trou spectral. Nous allons montrer ci-dessous de maniere heuristique que les
vecteurs propres a droite (x|¢f) de basse valeur propre (i.e. de partie réelle allant & zéro avec
T') sont concentrés sur les structures suivantes :

— pour k =0 : minima locaux,

— pour k = 1 : chemins émanant des points cols d’ordre 1, tombant en spirale vers les

minima locaux sous l'effet de la friction,

— pour tout k : les surfaces k-dimensionnelles générées par I’ensemble des chemins émanant

des points critiques’ d’ordre k, i.e. leur variété instable.
L’argument est le méme que pour le cas purement dissipatif [186] : on suppose que la variété
instable émanant d’un point col d’ordre k£ est uniformément couverte de particules dont les
vecteurs v sont tangents a cette variété. Ces deux propriétés sont conservées par la dynamique
introduite précédemment. D’abord, au cours de la trajectoire d’une particule, le vecteur v qui
lui est attaché reste tangent a la surface : ceci s’explique par le fait que 1’évolution (6.9) est
précisément 1’évolution de I’espace tangent. Ensuite, le taux de clonage compense exactement
I’expansion d'un petit volume de dimension k de ’espace des phases et la densité reste donc
constante & l'intérieur de celui-ci. Ainsi, les distributions des particules et des vecteurs qui
leur sont attachés sont conservées au cours de la dynamique. On remarque entre autres que

pour k = 1, les vecteurs propres a droite ressemblent fortement a des chemins de transition.

6.2 Chemins de transition et courants réduits

La motivation de ce travail vient pour une large part de la possibilité offerte par les secteurs
fermioniques de localiser des structures intéressantes de l’espace des phases. En particulier,
dans le cas purement dissipatif [185, 186], on déduit directement des vecteurs propres de
basse valeur propre les courants de transition entre états métastables. Une fois de plus, la
situation est ici plus complexe. En effet, comme nous le verrons par la suite, le formalisme
suggere d’étudier une quantité plus intéressante que le courant de probabilité : un courant
réduit, dont on a retiré les circulations d’équilibre qui ne contribuent pas aux transitions mais
rendent leur échantillonnage difficile.

Considérons tout d’abord la dynamique de Kramers (5.34)

0P(q,p,t) . 0Jy,  0Jyp,
= — _HgP = —div = — | 7+ 12
5 kP(g,p;t) = —divJ 50 Op. (6.12)
qui définit le courant
OH 0 oH OH
Jg, = P t Jp, = — [T P t 6.13
“ = o, (a,p.1) pi (v o5 T o T 8%) (g,p:1) (6.13)

'Un point critique est par définition un point ot le gradient de M s’annule. On parle de point critique

d’ordre k si 'analyse de stabilité linéaire de son voisinage montre k directions instables.
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Notons ici que cette définition est légerement arbitraire, car si on ajoute un terme de diver-
gence nulle au courant, I’équation (6.12) reste valable. Inspiré par le cas purement dissipatif,
on applique I'opérateur @ & une distribution de probabilité (une fonction d’onde du secteur

a 0 fermion) pour obtenir :
(—i)T QP(q,p,t)|-) = [¥f) = Jredal|—) + Jredpl| ) (6.14)

ou nous avons défini le courant réduit via

J0P(q,p)
Op;

Ce courant présente plusieurs caractéristiques intéressantes :

oP(q,p)

Jred =g 4T
& & 0q;

It = Jp,, =T (6.15)

e 1l differe du courant J par un terme de divergence nulle et satisfait donc (6.12). Par
conséquent, les flux des deux courants J et J™? au travers d’une surface fermée coin-
cident. Puisque c’est grace a de tels flux que 'on définit les taux de transition, le courant
Jd contient a priori autant d’information « pertinente » que le courant initial J, des
lors que 'on souhaite caractériser des réactions chimiques.

e Il est nul a I’équilibre : on montre qu’a I'intérieur d’un état métastable, il est exponentiel-
lement petit tandis que le courant J est au contraire tres grand. Ceci est extrémement
utile, car si on échantillonne J, I’écrasante majorité du « poids » que I’on mesure corres-
pond & des oscillations proches des minima du Hamiltonien H, ce qui n’est absolument
pas pertinent pour les transitions entre états (voir figure 6.1). Au contraire, le courant
réduit J*4 étant quasiment nul & D'intérieur des états métastables, son échantillonnage

n’est pas « écranté » par une partie non pertinente.

Fig. 6.1 : Exemple d’une transition spontanée entre deux puits de potentiel. Les
abscisses correspondent a la position q et les ordonnées a I'impulsion p. Le code couleur représente
la valeur du Hamiltonien. On voit que la quasi-totalité de la trajectoire correspond a des oscillations

proches d'un des minima.

On peut par ailleurs prouver que si l'on cherche un courant qui satisfait (6.12), alors
imposer les deux caractéristiques ci-dessus le détermine entierement : Q est le seul opérateur
du premier ordre qui permette de trouver un champ de courant qui donne le méme flux que

le courant d’équilibre et soit nul dans les états métastables.
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Dans le cas purement dissipatif, la supersymétrie nous permet de trouver le courant de
transition usuel sur la base des états propres a 1 fermion. C’est une artillerie efficace, mais
qui ne fournit pas d’information physique « nouvelle ». Ici, le formalisme est beaucoup plus
puissant puisqu’il nous suggere lui-méme d’étudier une quantité différente du courant usuel
J, qui s’avere plus pertinente pour les recherches de chemins de transition. Nous présentons
ci-dessous une implémentation numérique simple, découlant de 1’équation (6.3), tres proche

des dynamiques de population introduites aux chapitres 1 et 2.

6.2.0.1 Algorithme

On consideére une population de N couples (z, v). A chaque pas de temps :

les positions x(t) de chaque particule évoluent avec la dynamique (5.34) et leur vecteur

avec (6.4). Notons que de maniere équivalente on évolue plutot les vecteurs via
f)i = *Aij'Uj (616)

puis on les renormalise. Par ailleurs, on garde le facteur de renormalisation, qui vaut

T = —N(v) et donne donc le taux de clonage de la particule correspondante,

pour chaque particule, on connait d’apres le pas précédent le taux de clonage 7. On
tire alors un nombre aléatoire ¢ entre 0 et 1 et l'on remplace la particule par |7 + ¢]|
particules identiques (ou |z | est la partie entiere de x). Par exemple, si 7 = 1.2,il y a
20% de chances pour que la particule soit clonée (¢ > 0.8) et 80% que non (¢ < 0.2).

Notons que si 7 < 1, la particule peut étre tuée,

une fois toutes les particules clonées, on a N (t+dt) particules au lieu des N (t) initiales.
Si M (t+dt) < N(t), on clone alors au hasard N (t) — N (¢ +dt) particules. Au contraire,
si N(t +dt) > N(t), on en tue aléatoirement N (¢ + dt) — N (¢). On garde au final la

valeur du facteur R(t) = N/(\'}J(;()it)

Expliquons ici I'intérét du troisieme pas. Puisque la dynamique que nous avons présentée
a la section précédente correspond a I’évolution de H dans le secteur a 1 fermion, la densité

~Re(Mt o3 A est la valeur propre de H

de probabilité F évolue aux temps longs comme e
du secteur & 1 fermion de plus petite partie réelle. Contrairement au cas a 0 fermion, celle-
ci n’a aucune raison d’étre nulle et si I'on se limite aux deux premiers pas, le nombre de
particules va soit tendre vers 0 (Re(\) > 0), soit diverger exponentiellement (Re(A) < 0).
Numériquement, ceci n’est évidemment pas souhaitable. Pour résoudre ce probleme, on clone
ou tue la population de maniere uniforme pour la maintenir constante, 'uniformité nous
assurant de ne pas gacher I’échantillonnage. Par ailleurs, le taux de clonage « spontané »
R(t) de la population nous donne acces & Re(A) = —1log[[], R(t)], qui correspond a la
probabilité de transition entre les deux états les plus stables de H.

Cet algorithme est une transposition des approches de type Diffusion Monte-Carlo [2]
utilisées en mécanique quantique pour échantillonner des états propres d’'un Hamiltonien de

Schrodinger. L’utilisation du clonage y est trés répandue [2, 98], mais présente de nombreuses
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implémentations différentes. Pour une présentation générale des diverses méthodes de clonage
et de leur limitation, se reporter [42]. L’idée générale est que 'on doit trouver un équilibre
entre d’'une part empécher la population de particules de mourir ou diverger et d’autre part
minimiser l'erreur statistique que générent les pas de clonage [21, 79, 99, 145, 146].

Cette discussion est tres proche de celle que nous avons présentée dans la section 1.3,
lors de l'introduction de la dynamique biaisée par les Lyapunov. Effectivement, ’algorithme
présenté ci-dessus correspond au cas a = 1 de cette méthode appliquée au systeme de Kramers

(4.1). Nous faisons le lien entre ces deux approches dans l’annexe I.

6.2.1 Quelques applications
6.2.1.1 Le double puits de potentiel

Pour illustrer la section précédente, considérons une particule évoluant dans un double

2

puits de potentiel V(q) = (¢*> — 1)2. En utilisant 'algorithme introduit ci-dessus pour dif-

férentes valeurs du couple température/friction, on voit sur la figure 6.2 les évolutions des

chemins de transition?.

Faeaea

Fig. 6.2 : Courant réduit pour le double puits de potentiel de la section 6.2. Les

particules se concentrent sur deux chemins amortis, nés au voisinage du point col et tombant en
spirale vers les deux minima. La largeur de la structure est donnée par ~ /1 et le nombre de
tours que font les particules en tombant est d'autant plus grand que la friction est faible.

Dynamiquement, si 'on démarre d’une distribution uniforme englobant le point col, seuls

les chemins de réaction survivent aux temps longs (figure 6.3).

6.2.1.2 Trouver le col le plus proche

Notons que parmi les limitations des méthodes existantes figure souvent la nécessité de
connaitre approximativement le chemin de réaction ou au moins la localisation de 1'état

de transition®. Dans I'exemple précédent, la connaissance du point col est implicitement

2Les simulations numériques de 1'équation (5.34), particulierement dans le régime de basse température,
doivent étre réalisées avec soin pour préserver tant la distribution d’équilibre que le caractere quasi hamiltonien.
Nous avons utilisé les intégrateurs quasi symplectiques présentés dans [123] qui fournissent des résultats valables

dans toute la gamme de friction étudiée.
3Par exemple pour initialiser transition path sampling.
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Fig. 6.3 : Si I'on démarre d’une distribution uniforme, seuls les chemins de réaction survivent aux

temps longs.

nécessaire et ’on n’a donc pas progressé sur ce point. En combinant la méthode développée
pour calculer les fonctions de grandes déviations des exposants de Lyapunov présentée a la
section 1 avec celle présentée a la section 6.2.0.1, on peut toutefois dépasser cette restriction.

En effet, le point col correspond & la zone ou « I’étirement » d’un vecteur tangent est
maximal et les orbites qui s’en échappent sont donc les attracteurs de la dynamique biaisée
par les Lyapunov (voir section 1.3) . Ainsi, si 'on démarre d’un puits de potentiel, le systeme
va évoluer comme sur la figure 1.2 et converger vers la séparatrice. Une fois que le systeme
a convergé, on peut alors « brancher » la friction pour retrouver le résultat précédent. Nous

appliquons cette méthode dans la section qui suit au cas d’un potentiel bruité.

6.2.1.3 Potentiel rugueux

Les trois principales limitations de I’exemple du double puits de potentiel sont la nécessité
de connaitre le point col, le fait que ce potentiel soit lisse et finalement son faible nombre de
degrés de liberté : un! Nous avons montré dans la section précédente que ’on peut s’abstenir
de connaitre le point initial. Nous montrerons dans la section suivante que la méthode est
efficace, méme avec un nombre de degrés de liberté relativement élevé. Mais regardons tout
d’abord ce qui se passe quand plusieurs échelles de temps entrent en jeu. C’est par exemple le
cas lorsqu’a un potentiel du type double puits, on ajoute un « bruit » d’intensité assez faible.
Ici, on regarde par exemple 'effet d’'un cosinus de faible amplitude sur le chemin de réaction.
Nous considérons donc le Hamiltonien

2

H = % + (q2 — 1)2 — % cos(10mq) (6.17)

La principale barriere de potentiel correspond a AE = 1. Nous voulons donc réaliser une
simulation & kT < AFE, pour que la notion de chemin de réaction soit bien définie, et
choisissons par conséquent 1" = 0, 03. Notons ici que le « bruit » di au cosinus est de 1'ordre
de kKT.

Démarrant de I'un des puits, on « chauffe » tout d’abord le systéme en utilisant la dyna-
mique biaisée par les Lyapunov (présence de bruit et absence de friction). Lorsque la distance

maximale entre deux particules du nuage est suffisamment grande, on « baisse » la force du
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bruit, ce qui resserre le nuage autour de la séparatrice. On peut alors « allumer » la friction

et les marcheurs convergent vers le chemin de réaction.

Fig. 6.4 : Détecter le chemin de réaction sur un potentiel rugueux. On démarre la

dynamique biaisée sans friction. Lorsque la distance entre deux particules est supérieure a 25, on
diminue la variance du bruit, puis allume la friction. Les marcheurs convergent alors vers le chemin

de réaction.

Notons que si la température est telle que T > A FEps, ot A Es est la hauteur des puits de
potentiel dus au cosinus, alors la température « lisse » le potentiel et ’on retrouve un résultat
semblable & celui des sections précédentes. Au contraire, si kT < AFE..s sont comparables,

la transition correspond au niveau du col a une succession d’instantons et d’anti-instantons.
r L ’ 4

Fig. 6.5 : Chemin de réaction sur un potentiel rugueux

6.2.1.4 Vers des probléemes plus réalistes

Pour pouvoir prétendre s’attaquer a des problémes de physico-chimie, il faut avant tout
montrer que les résultats présentés ici ne reposent pas trop fortement sur la basse dimen-
sionnalité du modele étudié (qui est en particulier intégrable). Alessandro Mossa et Cecilia
Clementi ont adapté l'algorithme présenté ci-dessus au cas d’une transition « hélice-pelote »
de chaine de polypeptides [132] (voir figure 6.2.1.4).

Le potentiel utilisé pour représenter la chaine est un potentiel effectif d’interaction entre

chaque polypeptide. Le systeme considéré est constitué de 12 polypeptides, soit 6 x 12 = 72
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Fig. 6.6 : Profil d’énergie libre a la température de repliement. Les lignes de niveau
de I'énergie libre sont obtenues a partir d'une simulation de dynamique moléculaire. Deux états
principaux correspondant a une structure d’'hélice et une structure en pelote sont séparés par une
barriére d’énergie libre. Tiré de [132].

degrés de liberté. Notons ici que 'une des difficultés de la méthode proposée est qu’une fois
que 'on a obtenu une densité de marcheurs dans ’espace des phases, il faut reconstruire
létat propre correspondant via la formule (6.6). Cela est difficile, en raison du « probleme
de signe ». En un mot, la partie symétrique en u; de F ne contribue pas a ’état propre ;
et écrante par conséquent la partie antisymétrique pertinente. Toutefois, comme on I'a vu
dans les exemples précédents, les vecteurs sont tangents a la trajectoire le long du chemin de
transition et la position des marcheurs est par conséquent un bon indice de la présence du
chemin de réaction®. Par ailleurs, pour le calcul du taux de réaction, il n’est pas nécessaire
de connaltre v, et on peut ainsi s’abstraire du probleme de signe.

Dans leurs travaux, Mossa et al. ont sélectionné les régions contenant une forte densité
de marcheurs, telles que la variance de la distribution angulaire des vecteurs correspondants

soit faible. Les résultats sont présentés figure 6.7.

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré comment réaliser le pendant stochastique de I’évolu-
tion induite par le Hamiltonien supersymétrique H. En particulier, cette dynamique permet
de comprendre simplement pourquoi les états propres a k fermions dont la partie réelle de la
valeur propre est faible se piquent sur les variétés instables des points critiques d’ordre k.

De la dynamique stochastique du secteur & 1 fermion, nous avons extrait un algorithme

permettant de localiser les chemins de réaction et présenté diverses applications. Le travail

40n peut de plus montrer que le long du chemin de transition, c’est typiquement la partie antisymétrique

de F qui 'emporte sur la partie symétrique (cf. section 1.2.0.2).
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Fig. 6.7 : Résultat de la simulation pour la transition hélice-pelote d’une chaine de
12 polypeptides. Les moyennes (6.6) ont été réalisées dans les régions ayant une grande densité
de marcheurs, dont ['orientation des vecteurs est distribuée avec une faible variance. Le chemin de
transition ainsi révélé coincide parfaitement avec ce que laissent présumer les lignes de niveau de
I'énergie libre, tracées toutes les 1kcal/mol.

réalisé par Mossa et al. [132] montre le potentiel de cette méthode. Il serait désormais intéres-
sant de voir si son extension a des cas plus proches de la recherche actuelle - comme 1’étude
du repliement de protéine - est envisageable. Notons que coupler cette dynamique avec des
méthodes existantes comme transition path sampling pourrait également s’avérer une ligne

de recherche prometteuse.
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Chapitre 7
Supersymétrie et topologie

La théorie de Morse étudie les relations entre les points critiques d’une fonction lisse, dite
fonction de « Morse », et la topologie de la variété sur laquelle elle est définie. Outil majeur
en topologie algébrique, elle joue également un role important en physique, par exemple dans
la classification des orbites périodiques d’un systeme hamiltonien.

Une construction aussi simple qu’élégante fut présentée au début des années 80 par Wit-
ten [196], grace a l'utilisation de la mécanique quantique supersymétrique, pour laquelle le
potentiel joue le role de fonction de Morse. Cette approche repose sur une limite semiclas-
sique dans laquelle les états propres a k fermions de plus basse valeur propre du Hamiltonien
supersymétrique (5.33) sont des gaussiennes localisées autour des points critiques ayant k
directions instables. Les charges supersymétriques @ et @Q, en envoyant des états & k fermions
sur des états a k + 1 fermions induisent des relations entre les nombres de points critiques
correspondants.

Peu apres ces travaux, il devint clair que le Hamiltonien (5.33), ou plus précisément sa
restriction au secteur a 0 fermion, peut étre vu apres un changement de base comme 1’'opé-
rateur d’évolution d’une dynamique de Langevin [40, 140, 141, 152], la limite semiclassique
correspondant au régime de faible température. Dans cette base, les états propres ne sont plus
localisés sur les points critiques mais sur les variétés instables qui en émanent. Par exemple,
les états propres a 1 fermion sont localisés sur les lignes de gradient reliant deux minima via
un point col. On reconnait ici le type de structures que nous avons mises en évidence a la
section 6.1.4.

La démonstration de Witten repose sur le fait que le Hamiltonien supersymétrique lié a la
dynamique de Langevin peut étre mis sous une forme hermitienne. Cela n’est pas le cas pour
la dynamique de Kramers, ce qui rend la démonstration plus compliquée. Dans la premiere
section, nous étudions le spectre de faible valeur propre du Hamiltonien supersymétrique
(5.45), dans le cadre le plus général. Dans la section suivante, nous en déduisons la théorie de
Morse pour un Hamiltonien ne dépendant pas du temps. Nous présentons alors une approche
similaire a celle de Witten, pour montrer que dans le cas d’'un Hamiltonien du type H =

2
B- +V(q), les états propres de basse valeur propre correspondent - dans une certaine base -
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a des gaussiennes centrées sur les points critiques, les nombres de directions instables et de
fermions étant égaux. Pour finir, nous traitons le cas général d’'un Hamiltonien dépendant

périodiquement du temps via la représentation de Floquet a la section 7.4.

7.1 Limite de basse température : points fixes et orbites pé-

riodiques

7.1.1 Fonction génératrice

Pour étudier les vecteurs propres de basse valeur propre! dans la limite de faible tempé-
rature, nous allons calculer la trace de 'opérateur d’évolution a différents temps et utiliser
le résultat pour reconstruire le spectre. Une méthode simple et rapide est de procéder en

utilisant les intégrales de chemin et la méthode du col.

7.1.1.1 De la fonction génératrice aux orbites périodiques classiques

Une maniere compacte d’obtenir les propriétés spectrales de I'opérateur d’évolution est
d’utiliser la fonction génératrice
T(\t) = Tr (AF Te JH (t’>dt’> =3 Ty (Te*f H <t’>dt’> ’ (7.1)
A k ferm.
ou 7 traduit un produit ordonné dans le temps, et F' est 'opérateur défini en (I.4) donnant le
nombre de fermions. La fonction génératrice de 'opérateur d’évolution peut s’écrire en terme

d’intégrales de chemin (voir section 5.2.1) :

T(\t)=Tr ()\FTe_fH(t/)dt’) :/

qo,Po

- o 2 »
6<qz 3pi> exp< 47T/Zi:m(t)dt>W[q,p,t]

qo,Po

. oH OH
Dlq,p,n]o (pl + 9, - 90 m(t)>

(7.2)

ou W est défini par
Wla(t), p(t); 1] = / Dle, gle™/ (% G- +Aulpal)e; (7.3)

et (¢j,c;) sont des variables de Grassmann. En utilisant la représentation de Fourier de la
fonction § et en intégrant sur le bruit, 7" se met sous la forme :
q0,Po Mo (. OH | OH H2 Ay OH
T(\t) = / Dlg.g.p.ple! P B E) T gy ()
go;Po

L’intégration sur p et ¢ donne finalement une version lagrangienne de l'intégrale de chemin :

2

% (i g2 320 P

100 = [ Diapie 1 (4 O
qo0 Di

) W(q,p;t) (7.5)

'Dans toute cette section, pour alléger le texte on parlera de « basse valeur propre » en lieu et place de

« valeur propre de partie réelle nulle au premier ordre en T ».
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Le dénominateur 1/97 devient grand lorsque la température tend vers zéro, et I'intégrale de

chemin est dominée par les orbites périodiques qui satisfont :

e 787‘[ B oOH
b o0; | opi (7.6)
e OH '

On ramene ainsi la trace a une somme sur les orbites périodiques « classiques », i.e. de bruit

nul.

7.1.1.2 Contribution des orbites périodiques classiques

Pour étudier la contribution de ces orbites, linéarisons I’équation (7.4) autour d’une tra-
jectoire satisfaisant (7.6). Introduisons pour cela les variables @’ et &', définies par x; =

zf+ VTl & = %a}; Les dérivées partielles de ‘H s’écrivent alors :

OH OH ~ , O0*H
Or; O * Yi 01, (7.7)
’ tlgc,p° 0L | ge pe
On obtient ainsi la contribution & cet ordre en T" d’une orbite périodique :
- %H 221 2% 2%nH .
. B ;. PR fdtpz (p;-i—“/p;- 3piap]. . 'l"Y Q; 31’1‘8(1]’ . tp; 3qiapj . CQ; aqiaqj . "'C'sz)
T()\,t)_ D[q,q,p,p}e ac,p ac,p qc,p ac.p
(s 92H 92H
f dt & (q;_p‘; Bpiapj c c_q; Bpiaqj c c) c C
e a“r - W(q® p%t)
(7.8)

On reconnait dans (7.8) la représentation sous forme d’intégrales de chemin de la trace de

I'opérateur d’évolution associé au Hamiltonien dépendant du temps :

o= 2 [y 0N il A DA A .
g \"7 0i0ps | e 000 e ) 0L\ O0L T Opids e
g P ;O . N L o bha
Y 4; Opi0y; - J dq;0p; - J 0q;0q; e 0q;0q; 4°.p° i 79)
82H i O*H t O*H fa; + bl f |
+ b, — a; b (Vb'ai“‘bib‘_a'ai)
OpiOp; | 4o pe OPiOP;j | o pe ! 0pida e b

o o
H¢=—— [ Dyj—— + AS. ()2, | + A% (t)cle;
ax;c ( kj ax; + k]( )x]) + z]( )CZC]

ou Af;(t) est défini comme en (5.46), mais évalué uniquement le long de I'orbite périodique

classique :

OH
0x;0xy,

Nous avons employé ici une notation faisant explicitement référence a un potentiel global H.

Aj(t) = A [2°(t)] = (Dij + Qij) (7.10)

xC

Cela n’est toutefois pas nécessaire puisque dans le cas de forces dérivant localement mais pas
globalement d’un potentiel, il suffit d’écrire (7.9) en utilisant la définition (5.49) des Af;.
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(7.9) est simplement le Hamiltonien supersymétrique correspondant a une diffusion dans

. . . 2 R
un oscillateur harmonique dépendant du temps H® = % 32 5; x;x;, correspondant &
A%

i} = —Af; ()2 + Din; (7.11)

ol 7; est un bruit blanc gaussien. A Pordre dominant en 71, il faut calculer T(\,t) comme
une somme sur les contributions 7¢(\,t) de chaque orbite périodique :

TOH~Y A Y (Te—ff”(t’)df’)‘ = 3 T\ (7.12)
k

- k ferm. -
orbites orbites
classiques ¢ classiques ¢

Remarquons qu’a cet ordre, les parties bosoniques et fermioniques sont découplées. Ainsi,
chaque terme de la somme (7.12) est un produit de deux traces : une sur la partie bosonique, et
une sur la partie fermionique, chacune avec un oscillateur harmonique, en général dépendant
du temps. Il s’agit d’un exercice standard, détaillé dans 'annexe G. Pour chaque orbite, la
contribution bosonique donne un facteur | det[1 — U¢(¢)]| =, tandis que la partie fermionique
donne det[1 + AU€(t)], on U¢(t) est la matrice 2N x 2N définie par

US(t') = —AS(t)U(t') Uc(0) =1 (7.13)
Au premier ordre en 77!, nous obtenons ainsi :

det[1 + AUC(t)]
TAt) — _ 7.14
Nt = ; det[T — U<(t)]] (7.14)

claosgic;ueessc

Cette formule a deux limites, chacune traduisant une caractéristique importante de ’espace
des phases :

e Si une valeur propre de U€ est égale a 1, pour une orbite quelconque, (7.14) diverge.
Cela peut étre accidentel, par exemple un point fixe qui traverse une transition de phase
du deuxieme ordre, ou bien plus profond s’il existe un continuum d’orbites périodiques,
résultant d’'une symétrie continue du modele. Le probleme devient alors celui de la
théorie de Morse dégénérée”.

e La méthode du col est 1égitime tant que ’on envoie la température a zéro en gardant
« t » fixé. Si U'on s’intéresse au contraire a des orbites arbitrairement longues, dont la
période va a 'infini lorsque T' — 0, il faut faire attention parce que ’action elle-méme va
dépendre de T et (7.14) peut donc ne pas étre valable. Ce probleme n’est pas spécifique
a notre traitement : les orbites périodiques de tres longues périodes sont un des dangers
typiques de la limite semiclassique [48].

On se restreint donc ici aux cas ot aucune valeur propre n’est de module 1°.

2Par exemple, dans un cas indépendant du temps, avec des forces non conservatives, chaque orbite est
membre d’une famille continue, chaque membre correspondant & la méme orbite, décalée continument dans le

temps.
30n exclut donc les cas o certaines orbites ont une stabilité marginale, pour se restreindre aux cas d’orbites

hyperboliques. C’est une limitation classique des formules de trace [48].
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7.1. LIMITE DE BASSE TEMPERATURE

7.1.2 Reconstruction du spectre de faible valeur propre
7.1.2.1 Orbite de période 7, égale a celle de H

Evaluons tout d’abord la contribution & la fonction génératrice d’une orbite périodique,

isolée, de période 7 égale a celle du Hamiltonien H, en utilisant (7.14) :

det[1 + A\U(t = n1)] H1+)\ uz

7.15
|det[1 — U¢(t = n7)]| |1 —ul| (7.15)

ott (uq,...,ugy) sont les valeurs propres de U¢(7)%. On peut lire dans le facteur 1 + Au? la
contribution du vide fermionique, de valeur propre 1 plus A fois la contribution de I’état
a 1 fermion, de valeur propre u}'. La partie bosonique correspond au dénominateur. Pour

reconnaitre le spectre correspondant, on développe sous la forme d’une série.

1
[1—u?]
Considérons tout d’abord le cas d’'un wu; réel. Si |u;| < 1, alors :

1 1 - n\k
= = < 7.16
k=0

Au contraire, pour |u;| > 1, on écrit |1 — ]| sous la forme |u}| ( - u%) Le méme dévelop-
7

pement donne alors :

1 _ L
m = sign(u;) Z u; " (7.17)

Considérons ensuite le cas d’une paire de valeurs propres complexes (u;,uw!). Si |u;| < 1,

nous pouvons écrire :

! ! ! 1 k k'
= — 7/’rL >!<TL 1
T T~ (—a) (=) — 2 (") (7.18)

tandis que pour |u;| > 1 :

L LS ) (7.19)

Finalement, la contribution sur une période (n = 1) d’une orbite périodique pour le spectre

est le produit tensoriel des ensembles suivants (cf. figure 7.1) :

(1,u;) ® (1,ui,u?, ...) pour u; = uf, |u;| <1,
- (L) ® (u%, %, ...) pour u; = u}, |u;| > 1,

(1 ui) @ (Lug,u?, ) @ (1,u) @ (1, uf,uf?, ...) pour u; # ul, Jug| < 1,
1) © (R ) © (1) © (2 ry ) pour s £ uf, il > 1.

w;? u

La contribution de plus grand module vaut toujours 1. Elle est obtenue en couplant le fon-
damental bosonique avec

e 1 fermion si |u;| > 1, c’est-a-dire si l'orbite est instable,

e le vide fermionique si |u;| < 1, c’est-a-dire si l'orbite est stable.
Ainsi, le fondamental de la contribution d’une orbite périodique classique est obtenu en pre-

nant des états avec autant de fermions qu’il y a de directions instables.

4Par souci de simplicité, nous omettons l'indice ¢ caractérisant Porbite classique dans la suite.
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Al Al Al
— 1 — 1 — 1
ug| <1 luil & ug| = = |ui
Jui]? — |ui|?
A w W A
lug| > 1 — 1 — 1
(%9 |“2|71 = |u2|71
|ug) 2 Jug| 2
N J N J N J
Fel“H\l(iODiC Bos?gnic Glgﬁoal

Fig. 7.1 : Structure du spectre pour |u;| <1 ou |u;| > 1 & ’ordre dominant en T. La
contribution globale d’une orbite est le produit tensoriel des parties bosoniques et fermioniques. Il y
a un gap d'ordre 1 entre le module de I'état le plus stable et celui du premier excité lorsque T' tend
vers zéro. La valeur propre de I'état le plus stable est 1. Elle est obtenue en mettant 1 fermion par
direction instable.

7.1.2.2 Orbite de période multiple de celle du Hamiltonien

Considérons a présent une orbite périodique primitive® de période pr. A cette orbite cor-
respondent en réalité p trajectoires différentes, chacune démarrant d’un point décalé d’un
temps 7 le long de l'orbite (figure 7.2). Pour chaque point initial, la précédente discussion est
valide, et ’on obtient pour I’évolution sur un temps p7 un spectre comme décrit précédem-
ment, mais ou chaque niveau est dégénéré p fois (a cet ordre en T'). Puisque seules les orbites
fermées au temps ¢ comptent dans la trace, la contribution de cette orbite sur n cycles est
nulle si n n’est pas un multiple de p et elle est p fois la contribution d’un seul point initial
autrement. Cela peut se comprendre si chaque état d’un p-uplet contribue sur un cycle (¢ = 1)
par une des p racines p® de sa contribution sur p cycles : la somme des p différentes racines
élevées a la puissance n étant non nulle si et seulement si p divise n.

Soulignons que l'invalidité de (7.14), par exemple parce qu'un des |u;| = 1, traduit le fait
que le spectre n’est plus la superposition de spectres harmoniques de fréquences d’ordre 1 et
que le trou spectral entre ’état fondamental et le premier niveau excité tombe a zéro avec
T. Dans de telles circonstances, la contribution des u; tels que |u;| # 1 est telle que décrite

précédemment, et les autres degrés de liberté, correspondant a des directions ou |uj| = 1,

Squi n’est donc pas la répétition d’une orbite de période plus courte.
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Fig. 7.2 : A une orbite primitive de période 4t correspondent en réalité 4 orbites, décalées de T
dans le temps le long de la trajectoire.

doivent étre traitées différemment (par exemple via des coordonnées collectives).

Le principal résultat de cette section est de montrer qu’a chaque orbite est associé un et
un seul état propre de 'opérateur d’évolution, avec une valeur propre 1, a cet ordre en 1T'. Cet
état propre a k fermions si U¢(7) a k valeurs propres de module supérieur a 1, c’est-a-dire si

son indice de Morse est k.

7.2 Hamiltonien non dépendant du temps et théorie de Morse

7.2.1 Fermions, formes différentielles et topologie

On peut montrer (voir annexe F) que les fermions sont une représentation des formes
différentielles de ’espace des phases. L’espace de Hilbert H, somme directe des différents
secteurs fermioniques, est alors vu comme la somme directe des sous-espaces engendrés par
les O-formes, 1-formes, 2-formes, etc... On montre dans cette représentation que () correspond
a la différentielle extérieure. Ainsi les états propres qui sont tués par () représentent des formes
différentielles fermées tandis que ceux qui sont dans son image correspondent & des formes
exactes. Finalement, les formes différentielles qui sont fermées sans étre exactes correspondent
aux états propres isolés (tués par @) sans étre dans son image). Ils engendrent un espace
isomorphe au k° groupe de cohomologie de De Rham, dont la dimension est le k£® nombre de
Betti By (annexe F). L’importance de ces formes différentielles vient de leur forte connexion
avec la topologie de ’espace sur lequel elles sont définies. Par exemple, sur un ouvert étoilé de
R™, toutes les formes différentielles fermées sont exactes (c’est un théoréme da a Poincaré),

alors que sur R? — {(0,0)}, la forme différentielle

_ —zdy +ydx

o (7.20)
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est fermée sans étre exacte’. Le changement de topologie dii au « trou » en (0,0) s’est donc
traduit par I'apparition de formes différentielles fermées, non exactes. On peut montrer que
dans ce cas, il existe une seule classe d’équivalence de telles formes, ce qui correspond & avoir
un nombre de Betti B = 1.

Grace a 'organisation du spectre supersymétrique, nous allons pouvoir déduire un certain

nombre de relations entre les différents By et déduire ainsi les inégalités fortes de Morse.

7.2.2 Inégalités de Morse

Si le systeme est conservatif et ne dépend pas du temps, les seules orbites périodiques

classiques en présence de friction sont les points fixes. Il est facile de s’en convaincre en

utilisant (7.6) :
d'H aH OH , 3 OH\?

dt 8 8;0Z Op;

Puisque I'énergie le long d’une orbite doit étre périodique, la seule possibilité lorsque v # 0 est

que celle-ci soit constante et donc g;: = 0. Si le Hamiltonien est de la forme H = $p? +V(q),
cela implique p¢ = 0 et ¢f = constant. De plus, p§ = C** impose gH = 0. Pour un Hamlltonlen

plus général, cette implication doit étre vérifiée, mais elle est en général vraie, sauf dans des
cas pathologiques’.

Pour tout point fixe 2¢, les valeurs propres u§ de U¢(t) sont :
uf = e At (7.22)

ou les A¢ sont les valeurs propres (en général complexes) de A;j[z.] (cf. équations (7.10) et
(7.13)). L’indice de Morse d’un tel point critique est le nombre de valeurs propres telles que
|u¢| > 1, ou de maniere équivalente Re AS < 0. Le résultat de la section précédente implique

tH sont & cet ordre en T plus

d’une part que tous les modules des valeurs propres de e~
petits ou égaux a 1 et d’autre part que le nombre M}, de valeurs propres qui valent 1 dans le
sous-espace a k fermions coincide avec le nombre de points critiques d’indice k.

Aux grands temps t, nous avons par conséquent :

k —tH _ k
i 000 = iy S0 (), = 300 (72
k

parce que les valeurs propres de e"*7 de module plus petit que 1 sont supprimées exponen-

SVérifier qu'elle est fermée est immédiat et son intégrale le long du cercle unité vaut 27, alors qu’elle
vaudrait 0 si la forme était exacte.

"Par exemple, si les points o1 g?—t = 0 sont isolés dans les directions des p;, alors cette hypothése est vérifiée.
C’est, par exemple, le cas lorsque H = (p— £(q))® + V(q). Dans des cas plus exotiques, par exemple si 'espace
des phases est périodique en p et H = f(q) g(p) + h(q) avec f(q0) = f'(qo) = 0, la solution correspondant &

q=qo et p=h'(qo)t est une orbite périodique qui n’est pas localisée sur un point critique.
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tiellement. Par ailleurs :

2N
T()\7 t) - Z )\kTI‘ (eitH) ‘k: ferm.
k;VO _ 2N _ (7.24)
=DV (e, N (T
k=0 k=0

ou les indices traduisent le fait que les traces sont prises sur des sous-espaces générés par
des vecteurs propres « appariés » ou « isolés », tels qu’ils ont été définis a la section 5.2.2.2.
Introduisons a présent les traces partielles :

états appariés tués par Q

Ry(t) = Tr (1) (7.25)

k ferm.

Tenant compte de l'appariement du spectre (figure 5.1), du fait que les vecteurs propres

« isolés » sont de valeur propre nulle et que les dimensions des sous-espaces qu’ils génerent

sont les nombres de Betti (cf. Section 5.2.2.2), il vient

2N 2N
T\ t) =Y MBr+> N(Ru(t) + Reoa (1))
k=0 k=0

(7.26)

t—o00

2N 2N
lim T(\t) =Y MBi+ Y M (Ri(oo) + Re—1(0))
k=0 k=0

ott les Ry (oc0) sont des entiers : le nombre de vecteurs propres appariés, annihilés par Q, ayant
une valeur propre nulle & 1'ordre dominant en 7-!. En mettant ensemble (7.23) et (7.26),

nous obtenons finalement :
My, = By + Ry(o0) + Rg—1(00). (7.27)

Puisque Ri(0c0) > 0 (sauf R_1(0c0) = 0), on déduit de la formule précédente les inégalités

fortes de Morse :

Vp D (~1)FB, i < i(_l)kMp—k: (7.28)
k=0

Un calcul simple montre que pour H de la forme %pz + V(x), l'indice défini comme le
nombre de valeurs propres de partie réelle négatives tend lorsque v — 0 vers l'indice usuel,

défini comme le nombre de valeurs propres négatives de la Hessienne du potentiel V.

7.3 Une approche WKB

Dans cette section nous ne considérons que des Hamiltoniens de la forme

p2

H(a,p) =7 +V(q) (7.29)

En suivant un traitement standard de type WKB, on reconstruit la théorie de Morse d’une

maniere tres similaire a approche développée dans le cas purement dissipatif par Witten [186,
196].
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7.3.1 Forces conservatives

Dans le cas d’un processus de Langevin (sans inertie), 'opérateur de Fokker-Planck n’est
pas hermitien, mais il peut étre mis sous forme hermitienne grace & une transformation
symétrique et réelle [158, 186] tant que les forces en présence sont conservatives, i.e. dérivent
globalement d’'un potentiel. C’est également le cas de l'extension supersymétrique de cet
opérateur et I’on obtient alors une mécanique quantique supersymétrique hermitienne. Dans
le cas de Kramers, H ne peut pas étre mis sous une forme hermitienne, ce qui est une source de
difficultés non négligeable. Dans cette section, nous allons nous pencher plus particulierement
sur un cas pour lequel la discussion se simplifie considérablement, celui d’un Hamiltonien de

la forme (7.29) pour lequel H s’écrit :

0?2 9V 0 0 0 0*v
H=S |- L -2 % L 2, TV [bTb— b}
“[ o ogiop ! wapiJr@qip}jL —~ 0q:0q; aj+z @
(7.30)
On vérifie simplement que H, @ and @ sont alors reliés & leur adjoint par ®
H'=RHR™' RQR'=Q" RQR'=Qf (7.31)
ol R est un opérateur réel, hermitien et inversible, défini par
H .
R=R'=¢T PJ, ot Pl{(q,p))=¥(a,~p))
J= H[l + a;rbi + bjai - a}ai - bj-bi + vaj-ai + (y— 2)a1bzaibi] (7.32)
L’équation (7.31) implique alors :
= RV HRV? = (Rl/zHR_W) (7.33)

ce qui signifie que si RY/2 était réel, H serait hermitien. Toutefois, ce n’est génériquement
pas le cas. Nous allons montrer ci-dessous un résultat plus faible, qui permet néanmoins
de récupérer une grande partie de la structure de la mécanique quantique supersymétrique
hermitienne : R est défini positif — et donc RY?2 est réel — lorsqu’il est restreint auz sous-

espaces propres de faible valeur propre.

7.3.2 Approximation gaussienne

Dans le cas usuel de la mécanique quantique supersymétrique, il est pratique de travailler
dans la base ou H est hermitien, car les vecteurs propres en dessous du gap sont alors localisés
sur les points fixes du potentiel. Procéder de maniere analogue reviendrait ici a se placer dans
une base intermédiaire, via R'/2. Puisque RY? est en général non hermitien, H n’est pas

hermitien dans cette base, simplement symétrique (et complexe) (H* = H'). Nous allons

8 En fait, cette symétrie est valide de maniére plus générale pour un systéme en présence de forces conser-

vatives et dont I’énergie est symétrique sous la réflection de p : H(q,—p) = H(q, p).
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AL - . BH
plutot introduire une autre base [1"7) = 2 [¢f) et montrer que les vecteurs propres [1)"%)
dont les valeurs propres tendent vers zéro avec la température T sont des gaussiennes de

variance finie. Changeons tout d’abord de base :

BH

H —62H6_7

A B R\ 0 ; o
Z{ % §+ﬁpi—8qiapi+pza pl—l—z baj+’ybb—ab}

(7.34)
Bien que H' ne soit pas hermitien, il s’aveére plus pratique que I’'Hamiltonien initial. Pour
chaque point fixe, nous proposons un ansatz WKB pour les vecteurs propres de plus basse

valeur propre :

W) = i (a,p)) @ Y}

7.35
_ e—%[Béiqj (9i=45)(a;—45)+2Bp, 4, Pi (4 —45)+Bp, p, ip;] ® W/J}R> ( )

Dans ’annexe H, nous montrons que les gaussiennes ainsi définies ont une variance finie. Cela
est dit au fait que la matrice B dans (7.35) est définie positive, contrairement au cas de la
base initiale oll un tel ansatz gaussien ne serait pas possible’. Pour conclure, nous voyons
que les vecteurs propres de valeur propre nulle a 'ordre dominant en 7', sont, dans cette
base, des gaussiennes centrées sur les points critiques : ceux avec k fermions sur des points
cols d’indice k. Si cela est tres proche du cas sans inertie, notons toutefois que les vecteurs
droits et gauches de H' ne se correspondent pas, traduisant le caractére non hermitien de cet

opérateur.

7.3.3 Sous-espace propre de valeur propre nulle

Dans la mécanique quantique supersymétrique usuelle, les vecteurs propres de valeur
propre nulle sont annulés a la fois par Q et Q. Cela se voit dans la base o H est her-
mitien, puisque @ et Q y sont hermitiens conjugués. Dans le cas présent, la preuve est a

nouveau plus technique. D’apres (7.31)
RH = Q'RQ + Q'RQ (7.36)
Clairement, les vecteurs [¢)) qui sont tués par H et RH sont les mémes, et ils doivent satisfaire :
(WIRH[Y) = (W|QTRQ[Y) + (V|QTRQIY) = (QU|R|QY) + (Qv|R|QY) = 0 (7.37)

Si R était défini positif, cela impliquerait immédiatement que Q|v) et Q[v¢) sont nuls. En
fait, comme mentionné précédemment, R n’est pas défini positif, mais on peut montrer que

c’est le cas de sa restriction au sous-espace de valeur propre nulle (a l'ordre dominant en

9Les états propres dans la base initiale sont constants le long des chemins de réaction et non concentrés
sur les points critiques, cf. section 6.2. B admet donc des valeurs propres nulles, qui correspondraient a des

directions de variance infinie.
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T'). Ce sous-espace contient en particulier les vecteurs propres dont les valeurs propres sont
exactement zéro. Pour le montrer, nous développons un vecteur propre de valeur propre nulle

|¢) comme dans la section précédente :
BH
=D a2l @f) (7:38)
C

ot la somme porte sur tous les points critiques ‘c’ de V(q). |¢°) est une gaussienne normalisée
centrée sur le point critique tandis que |f¢) correspond a la partie fermionique de 1’état propre.

Calculons a présent (¢|R|¢) :

¢’R|¢ Zac c'* e—%gc@)fc‘eﬂ?'lpjk—%gc/®fc/>

c,c

, ) (7.39)
= Zac “*(g°|Plg” ) (FLI1 1)
Deux gaussiennes centrées sur deux points critiques distincts ont une superposition nulle dans

la limite de faible température :
(¢°|P|g®) = 0.0 C° avec C°>0 (7.40)
et le produit scalaire se réduit a

(¢|R|¢) = Z | [PCo( £ ] £€) (7.41)

Il reste a montrer que la contribution fermionique est positive. En supposant que 'on a
diagonalisé la matrice des dérivées secondes du potentiel au niveau de chaque point critique,
on a pour chaque direction ¢ (cf. annexe (H)) :

e soit V;; > 0 et alors

(FIf) =1 (7.42)
e soit Vi; <0 et

(FEITLE) = 2[v2 (v + V% — 4Vi) — 2Vi(2y + V7% — 4V3)] > 0 (7.43)
Nous avons ainsi montré que dans tous les cas, a I'intérieur du sous-espace considéré,

(GIRI¢) >0  ou  [¢)=0 (7.44)

ce qui, appliqué a (7.37), implique que les vecteurs propres avec des valeurs propres exac-
tement nulles sont « isolés », tout comme dans la mécanique quantique supersymétrique
usuelle.

Au prix d’une perte de généralité, cette approche WKB montre d’une maniere plus intui-
tive 'organisation du spectre en dessous du gap. Les vecteurs propres peuvent étre vus, dans
une base intermédiaire, comme des gaussiennes centrées sur les points critiques. Ce dévelop-
pement gaussien montre en particulier qu’il n'y a pas d’appariement dans le sous-espace de

valeur propre nulle.
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7.4 Supersymétrie et dépendance temporelle

Dans ce chapitre, nous traitons spécifiquement le cas ot H(q,p,t) dépend périodiquement
du temps et noterons 7 sa période. Nous introduisons dans un premier temps le formalisme de
Floquet et étendrons par la suite la supersymétrie a ce cas plus général. Nous montrerons alors
comment on peut redériver la formule de Lefschetz. Dans le cas ol la friction est suffisante
pour empécher la prolifération d’orbites de période longue, nous démontrons a nouveau les
inégalités fortes de Morse.

7.4.1 Théorie de Floquet

L’équation de Fokker-Planck associée au probleme de Kramers peut s’écrire :

2 (a,p1)) = —Hicla pi1) o, pi 1) (7.45)

La théorie de Floquet repose sur la recherche de solutions sous la forme

Y (q, pit)) = |u(q, p;t)) e (7.46)

ou |u(q, p;t)) est périodique de période 7. La partie imaginaire de A peut étre choisie dans

la premiere « zone de Brillouin » [~Z, Z]. L’équation (7.45) devient alors :
0
(Hic + 5 lula pi 1)) = A u(at pi 1) (7.47

Une maniere alternative d’introduire le formalisme de Floquet [96] est de partir de ’équa-
tion stochastique. En introduisant une variable 6 qui croit linéairement au cours du temps,
nous pouvons réécrire I’équation de Langevin (5.34) comme un systéme évoluant avec un

Hamiltonien indépendant du temps H(q,p, 0) :

. OH
6= 5
pi = o fyaH + /29T (7.48)
0q; Opi
0=1
ol 0(0) =0 (7.49)

Cette approche est tres similaire au traitement des Hamiltoniens dépendants du temps
en mécanique classique'’. L’équation (7.47) meéne & un opérateur de Kramers dans I’espace
(a,p.0) :

N

0 0 OH OH 0 OH 0O 0
Hi =S 2 (12 - Il B _
K PYZ Opi < Opi 61%‘) * Z <3qz' Op;  Op; 8Qi> * 06 (7.50)

i=1 =1

100n parle alors de systeme & N + % degrés de liberté.
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Pour construire la supersymétrie correspondante, on généralise tout d’abord 'opérateur () en

introduisant un nouveau couple d’opérateurs fermioniques ag et ag :

0 N 0 0 0
_ _ E a4 b _ 51
Q=Q —itag— 6 i 1( qial—i— Z_bz) 1 eag (75 )

On peut alors généraliser H en lui ajoutant des termes fermioniques :

O°H fa, PH 4 PH *H i i
H=H ——F—ba b;b; 'h; bla; b;b; — aza;
a 94i0q; 3 iopj & IpiOp; “ht 9qi0p; e+ ) (7.52)
82H PH N i, OPH alag '
+ +y bjag — ——,a;a
dq;00 Op;00 Op; 00
H commute avec Q et nous pouvons également construire la seconde charge :
- 0 0 1 0H 1 0H 0 10H
S P - 9y — 2y —af :
¢ [ g Vo T T oG T Tap) ot Top) (7.53)
qui satisfait Q=Q*=0, T[Q,Q:=TQ+Q)?>*=H (7.54)
Notons également que ay est une symétrie :
[H, ap) =0 (7.55)

qui implique que si [1)) est un vecteur propre a droite de H, alors ag|t®) est soit un vec-
teur propre dégénéré, soit nul. Dans les sections qui suivent, nous utilisons la supersymétrie
pour étudier les vecteurs propres et déduire des relations entre les nombres de trajectoires

périodiques.

7.4.2 Structure du spectre — quadruplets

Nous allons montrer ici que les vecteurs propres a droite sont dupliqués de la maniere
suivante : on peut construire une base {|[¢°)} = {|#?), |x?), [p?)} du sous-espace annihilé par
ag qui satisfait (5.58) et la compléter par une famille libre dégénérée {|1%)} = {|8?), [x?), |p?)}

dont les composantes suivant ag sont non nulles. Cette base satisfait (cf. figure 7.3) :

aglx?) = agley) =0 aglpl) =0

ag|x?) ~ Ixz> aelci% ~ |¢?) aglpf) ~ |p?) 0 (7.56)
Ql¢Y) = [x?) Qlp;) =0 Y[Y) QY)Y # |p;)

Q¢dy =lof)  Qle?y=1x0) Q) = Ip?)

Pour construire une base telle que (7.56), on commence par noter que la procédure sui-

vie dans la section 5.2.2.2 est toujours valide pour le sous-espace annihilé par ag. On peut
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Q= - — Q= / ag = /
A

A3 //"""_"""""7 / ==

- — -
A2 //————————7—7———————————:7

| S —— N — — — = — = ————— .

af
Al 7—7— ———————— 7__:7
- al
k—2 k—1 k k+1 k+2

Fig. 7.3 : Structure du spectre de H. L'axe vertical représente les différentes valeurs propres
complexes. Les axes horizontaux représentent le nombre de fermions de type ai) d'une part et le
nombre total d’autre part. On peut définir une base de vecteurs propres annihilés par ag qui est
organisée comme dans le cas indépendant du temps. Elle peut étre complétée par une famille libre
dégénérée pour construire une base de I'espace complet.

alors construire une base {|p?),[¢?), |x¥)} qui satisfait (5.58). Ensuite, on peut définir {|y?)}

comme : )
99) = Qo) = Qlo?) + a}le?)
_ o ;
X) = QIo) = (@@ + i 5)6) — mabln?) (7.57)
o) = Qo) = QIe?) + b o)

ag envoie {|¢?)} sur {|¢°)} (& un facteur constant pres), ce qui montre que {|¢?)} est une
famille indépendante. La famille compléte est évidemment également indépendante, elle gé-
nere tous les vecteurs annihilés par ag, grace a la famille {|/%)}. En particulier, elle génere la
famille {|4°), |af4?)} qui est une base de 'espace complet.

Etudions la famille {| pY)}. Ces vecteurs sont annihilés par ) sans étre dans son image. La
dimension de I'espace qu’ils géneérent dans I’espace a k fermions est le k¢ nombre de Betti By
de Pespace des phases {p,q} (cf. section 5.2.2.2). La dimension de I'espace généré par {|p!)}
dans le secteur a k fermions est alors égale a By_1 (cf. figure 7.3). Dans tout ce qui suit, nous
appellerons respectivement états « appariés » et « isolés » les vecteurs propres générés par
{IxD): 169, Ix), 160} et {1o7), 169)}-

Comme dans toute représentation de Floquet, le spectre est organisé en zones de Brillouin.
Cela peut étre vu de la maniere suivante : considérons la famille d’opérateurs périodiques

Om = e¥™9/T oli m est un entier. Clairement, [H,O,,] = @Om, ce qui implique que
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si |[¢f) est un vecteur propre associé a la valeur propre A, alors O,,|1)®) est également un
vecteur propre, de valeur propre A+ 2”% Cette redondance est éliminée lorsque 1’on considere

nTH pestreint & un point de départ particulier pour 6 :

0=0))

ol « reste » signifie que la trace est prise sur toutes les variables (fermions compris) sauf ¢

l'opérateur e~

reste

Tr ((9 =nT ‘e_”TH

—Tr [Te o H Wt} (7.58)

et ou H(t) est donné par

) o OH OH\ 0 OH  O*H 0*H
H(t) = — T—++—+ ) — bla; + bib;
Q Opi ( op;  0g ' op; dq;i Opi ~ 0q;0q; "’ k) ip; 7
PH 4 PH | 4 ! ; O*H M\ 4 PH 4
— Y bla; +bib: —ala; - .
Bpidp; 1%+ Bggap; 1Pa bibs — aga) (aqiat”apiat T T
(7.59)

7.4.3 Trace de 'opérateur d’évolution

Commencgons par introduire une fonction génératrice, comme dans la section précédente.
En choisissant comme point de départ 8 = 0, nous pouvons calculer :

0=0))["" = SN (el 0w,
k

reste

T(A\,nt) = Z ATy ((9 =nT ‘e_MH
k

k ferm k ferm
(7.60)
Dans le secteur & k fermions, elle est divisée en deux parties :
Tk _ Tr (’]' ef f(;nr H(t) dt)) _ TI- (T 67 fon‘r H(t) dt) iSOléS+ Tr (T 67 fon‘r H(t) dt) appariés
k ferm. k ferm. k ferm. 61)

Montrons tout d’abord que les vecteurs propres isolés ont une valeur propre nulle. Supposons
H|pl) = A|p?) sans que A soit un multiple (entier) de i 2%, i.e. A # 0 & lintérieur de la

premiere zone de Brillouin. Puisque @ et ay annihilent | ,0?)
1 0 A0 Ao
TH|P1'> =QQlp;) = T|pi> (7.62)

De plus, comme Q = @ — iag%, (7.62) peut étre écrite :

Q) = (2= 5 ) D) (7.63)

Par ailleurs, puisque A est non nulle dans la premiere zone de Brillouin, 'opérateur O = A— %
agissant sur des fonctions périodiques de € est inversible. Comme [@, O] = 0, on voit également
que [Q,071] = 0. Finalement, (7.63) se lit alors :

a(Foram) -1 (7.64)

ce qui contredit le fait que | p?> n’est pas apparié par ). Cela montre que les vecteurs isolés
ont des valeurs propres nulles et que prendre une trace sur ceux-ci donne simplement leur
nombre :

isolés

Tr (T e~ Jo H®) dt)

= B+ Br_1 (7.65)

k ferm.
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de telle maniere que

2N L,
T (1 kB by (T e Jo  H®)dt e .
O\nr) = (14 2) kZO)\ k+ZA r( e Jo )kferm' (7.66)

Par ailleurs, en raison de la structure en quadruplets,

paires avec ag i

Tr (T o fonr H(t) dt) appariés Ty (’]' - fom H(t) dt) Ty (’]' - fom— Ht) dt) paires sans a
k ferm. k ferm. k ferm.
(7.67)
ce qui mene a (cf. figure 7.3)
T(Ant) = (1+2) ZA’“Bk L (14N ZAkTr (Te JomH ) k: “
erm.
k=0
N N (7.68)
T\ nr) = (L+X)D NBe+ (1+A) > MN(Rp(n1) + Ry (nr))
k=0 k=0
—nTH

ou nous avons a nouveau nommé Ry (n7) les traces partielles de e sur les états a k
fermions annihilés par ag et mais pas par Q.

Procédons a présent au calcul semiclassique de la trace. Comme nous avons besoin uni-
quement de la trace restreinte aux vecteurs de composante nulle suivant ag, tous les calculs
menés a la section 7.2.2 peuvent étre suivis tels quels. En effet, les deux derniers termes de
(7.59) qui sont absents dans (5.45) sont nuls dans ce sous-espace. Nous obtenons alors :

T\, nt) = Z N Ty <Te o H(t)dt) ‘
- k ferm

sans 6

- " v H ()
=(1+2N) zk:A Tr (Te o t) k ferm (7.69)

det(1 4+ A\U¢(nT))
Z |det(1 — U¢(nT))|

1
Yj&( +/\)

orbites
classiques ¢

de maniére a ce qu’on obtienne in fine :

2N 2N
det(1 + AU¢( k &
B .
> \det(l—UC ) ZA k4 Y AN(Ri(nT) + Ripa(n7)) (7.70)
orbites =0 k=0
classiques ¢
Pour A = —1, on retrouve la formule de Lefschetz :
2N
Vi > 0, 3 sign(det (1- UC(nT))> =3 (-1)B, (7.71)
orbites k=0

classiques ¢

On peut également obtenir les inégalités fortes de Morse quand le nombre total d’orbites
périodiques est fini. Tel est, par exemple, le cas lorsque la friction est suffisamment forte et

les forces dépendants du temps suffisamment faibles.
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Considérons tout d’abord le cas ol il y a seulement des orbites périodiques de période T
(par exemple pour une évolution dissipative, adiabatique). On se concentre sur une orbite
et la matrice U¢(7) correspondante, de valeurs propres u;,, ..., u;,, . En ordonnant les u; de

maniere a ce que u;,, ..., u;, vérifient |u;,| > 1 d'une part et w;,_,, ..., us,, vérifient [u; [ <1

d’autre part, I'indice de Morse est alors égal a r par définition. Pour n grand, on calcule alors
le membre de gauche de (7.70) :
det(1 + )\Uc (nT) U?k
—= =k = A" (7.72

1,- 7]k J1yeeesJk 21 tr

puisque les seules contributions qui survivent correspondent & {j1, ..., jx} = {i1, ..., 4.} L.

Dans la limite n — oo, (7.70) devient alors :

> NBr+ > N (Rypa(00) + Ri(oo Z MM, (7.73)
k

ou M, est le nombre d’orbites d’indice de Morse k, et Rj(c0) le nombre de vecteurs propres
de H de valeur propre nulle (a cet ordre en T') annihilés par ag et pas par Q.

Bien que nous ne connaissions pas d’exemple concret, décrivons succinctement comment
I’équation (7.73) s’obtiendrait pour un systéme ayant un nombre fini d’orbites périodiques,
ayant plusieurs périodes distinctes. Considérons la limite ou n est un grand nombre premier.
L’évaluation de la trace via I'intégrale de chemin nous dit que nous devons sommer les contri-
butions de toutes les orbites de période n7, qui correspondent a n répétitions d’orbites de
période 7. Par ailleurs, comme nous 'avons vu précédemment, le spectre de 7Te~ Jo H(t)dt
contient, en présence d’orbite de période premiere = p7, des multiplets proportionnels (a
cet ordre) aux p différentes racines de I'unité et leur contribution disparait de la trace sur
n cycles, puisque n étant premier, il n’est pas un multiple de p. Ainsi, la formule (7.73) est
toujours valide, mais les Ry (00) ne comptent que les vecteurs propres de H qui ont des valeurs
propres nulles a cet ordre en 7', sont annihilés par ay et pas par Q et ne sont pas dans un
multiplet.

Le fait que les Ry (c0) soient des entiers positifs dans 1’équation (7.73) constitue les inéga-
lités fortes de Morse, valides pour 7 relativement grand et/ou de faibles intensités des forces

non-conservatives, de maniere & ce que le nombre d’orbites périodiques soit fini.

1 On suppose & nouveau que le nombre de valeurs propres réelles inférieures & -1 est pair. Autrement, la

contribution est —A".
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Chapitre 8

Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté la formulation supersymétrique de I’équation de
Kramers et ses applications les plus simples. Via la forte connexion topologique de la super-
symétrie, nous avons pu démontrer les inégalités de Morse et mettre en avant les relations
profondes entre le spectre de ’Hamiltonien supersymétrique et les contraintes géométriques
de ’espace des phases. En particulier, les états propres de faible valeur propre de H corres-
pondent aux variétés instables des points critiques de l’espace des phases, avec une égalité
entre les nombres de fermions et de directions instables des points critiques.

Toutefois, le principal intérét de ce formalisme est qu’en plus d’un outil mathématique
puissant, c’est une source d’informations sur des structures dynamiques pertinentes pour
le physicien (chemins de transition, variétés instables, etc...). Plus précisément, la supersy-
métrie nous a naturellement amenés a définir un courant « réduit », plus pertinent que le
courant usuellement déduit de ’équation de Kramers (5.35). Elle nous permet également de
construire une méthode simple pour le déterminer numériquement, ce que nous avons fait
dans quelques cas d’école. Soulignons a nouveau l'intérét de ce genre d’approche par rapport
a des simulations de type dynamique moléculaire : le temps de convergence est ici d’ordre 1
en T, contre exp(1/7") dans le cas de simulation directe. De plus, nous avons montré que tres
peu de connaissances préalables sur les transitions sont nécessaires, et le travail de Mossa et
al. confirme que la méthode s’exporte bien vers des cas de plus haute dimensionnalité que
ceux que nous avons présentés ici.

Une large part des résultats présentés dans cette troisieme partie correspond aux P1 et

P5, réalisées en collaboration avec Sorin Tanase-Nicola et Jorge Kurchan.
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Chapitre 9
Discussion et perspectives

Les travaux constituant cette theése sont axés sur ’étude de différentes stratégies dont
beaucoup esperent aujourd’hui qu’elles constitueront un premier pas dans la direction d’une
physique statistique hors équilibre. Plus précisément, nous nous sommes concentrés dans
les deux premieres parties sur I'utilisation du formalisme des grandes déviations (Chap 1-3)
avant de présenter dans la troisieme une approche supersymétrique de 'opérateur d’évolution
d’un systeme stochastique (Chapitre 4-8). Les résultats de chaque partie étant repris dans
leurs conclusions respectives (sections 1.7, 2.5, 3.7 et 8), nous ne les rappelerons que tres
succinctement et préférerons discuter leur intérét et les perspectives qu’ils ouvrent.

Dans l'introduction, nous avons présenté les fonctions de grandes déviations comme des
outils parfaits pour poser les bases d’une thermodynamique spatio-temporelle hors équilibre.
Nous les avons par la suite calculées, simulées, étudiées, utilisées avec profit hors du cadre
de la physique statistique, mais il faut reconnaitre que, si elles constituent effectivement une
approche pertinente pour répondre a un grand nombre de questions, elles ne remplissent pas,
a ’heure actuelle, le role fondateur que I'on souhaiterait leur voir jouer pour la physique hors
équilibre. En effet, on sait que pour de nombreux systemes', les fluctuations d’observables pu-
rement statiques ne rendent pas compte d’effets dynamiques importants, comme par exemple
I’absence de thermalisation d’un systeme sur une échelle de temps expérimentale. De plus,
lorsque ’on se tourne alternativement vers les grandes déviations d’observables dynamiques,
les parametres intensifs qui leurs sont associés perdent tant leur sens physique que leur uti-
lisation potentielle sous forme de contraintes expérimentales. Ainsi, bien que les fonctions
de grandes déviations permettent dans ce cas d’étudier I’« hétérogénéité dynamique » des
trajectoires rencontrées, on ne peut a l’heure actuelle parler de thermodynamique spatio-
temporelle, le seul régime pertinent du point de vue physique étant celui de température
infinie’. Notons toutefois que le domaine des grandes déviations est en pleine expansion et
rien ne dit que ces manques ne seront pas comblés dans un avenir plus ou moins proche.

De plus, ’absence de fondation d’une physique statistique hors équilibre est un crime

!C’est, par exemple le cas des systémes cinétiquement contraints [76].

2 = 0 décrit la physique du systéme non biaisé et correspond en physique statistique & T' = oo.
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pardonnable, d’autant que les fonctions de grandes déviations restent des outils puissants,
ayant de nombreuses applications. Ainsi, 'utilisation que nous avons présentée au chapitre
1 d’un thermostat numérique pour la chaoticité permet effectivement de localiser des trajec-
toires rares dans des systemes macroscopiques. Son potentiel dans le cadre de la mécanique
céleste, par exemple pour quantifier les différents niveaux de chaoticité du systeme solaire en
accord avec les données expérimentales, est de plus extrémement attirant. Par ailleurs, sans
sortir du domaine de la physique statistique, la simplification offerte par les limites macro-
scopiques et le role d’entropie de macro-état qu’y jouent les fonctions de grandes déviations
rend leur détermination importante. Sur ce point, 'utilisation d’algorithmes de réplication,
que nous avons étendus au cas du temps continu dans le chapitre 2, devrait permettre une
augmentation rapide du nombre de systemes dont les fonctions de grandes déviations sont
connues. Cela permettra alors de vérifier que ces dernieres sont bien des outils pertinents,
aptes a rendre compte des phénoménologies variées des modeles pour lesquels n’existe aucune
approche statistique.

Notons ensuite que I’étude des grandes déviations du profil de densité du SSEP, présentée
au chapitre 3, a permis de mettre en évidence un phénomeéne surprenant. Nous avons en effet
montré que les grandes déviations du SSEP hors équilibre peuvent étre ramenées a celle d’une
chaine a I’équilibre. Savoir si cette correspondance est exacte ou valide simplement au niveau
des grandes déviations est une question ouverte, dont la réponse sera extrémement intéres-
sante. En effet, une correspondance au niveau microscopique serait surprenante et pourrait
donner un éclairage différent sur la solution exacte de modele. Si au contraire ce résultat n’est
valide qu’a la limite hydrodynamique, d’une part il devrait alors étre plus général, d’autre
part nous aurions mis en évidence un systeme qui est transformable en un modele d’équilibre
au niveau macroscopique, mais pas lorsque 'on tient compte des corrections de taille finie,
ce qui est fort intrigant.

Enfin, 'importance accordée dans cette discussion aux fonctions de grandes déviations
ne doit pas éclipser l'intérét des méthodes alternatives présentées dans la troisieme partie.
Ces dernieres sont en effet remarquablement transversales, faisant le lien entre des études
topologiques de 'espace des phases et des problemes concrets de détermination de chemins
de transition en physico-chimie. Le formalisme supersymétrique est, en un mot, une traduc-
tion élégante et puissante des connexions entre topologie et dynamique pour les systemes
stochastiques dans la limite de faible bruit. Il meéne naturellement a la définition d’objets
géométriques pertinents pour 1’étude des transitions entre états métastables, dont nous avons
proposé une méthode numérique de détermination. L’implémentation faite par Mossa et. al
pour ’étude d’un modele « gros-grain » de cette stratégie est extrémement encourageante et
son utilisation sur des potentiels « tout-atomes » constituerait indéniablement une preuve de

sa pertinence pour ’étude de systemes réalistes.
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Annexe A

Bruit conservatif

Pour alléger la notation, nous utiliserons dans cette annexe la convention de sommation

implicite sur les indices romains répétés. De plus, on écrira x? au lieu de ), xf

Al Equations du mouvement

Les équations de Hamilton dans leur forme la plus générale s’écrivent :
{ T (A.1)
pi - _Hqi

ou l'on note H,, en lieu et place de %. On ajoute alors un bruit blanc gaussien 1 ainsi

qu'une friction que nous ajustons de maniére & garder l’énergie H constante. Le systeme

(A.1) devient :
Y.
=" (A.2)
pi = —Hy, — 2Hy, + V2en;

oll z est choisi tel que H = 0. Cette condition s’écrit :

H = quQl + H:szl = H(Iini + Hpvz (_H%‘ - ZHPi + \/%770

(A.3)
= —ZHZQ,Z. + \/%Hpim
. . Hpﬂh'
Au final, on choisit : 2z =2 — 5 (A.4)
le
Les équations du mouvement s’écrivent alors :
q.i == Hpi
. H Hp, H
pi = —Hg, — V2 7?2%” o V2en; = —Hy, — V2 <5ik - HZpk> Mk (A.5)
Dl P
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ANNEXE A. BRUIT CONSERVATIF

Remarquons ici que g est le projecteur sur la surface d’énergie dans I’espace des impulsions.

En effet, g est bien un projecteur :

Hp, H Hp Hp, Hp,Hp,  HpHp He,
2 pi’ “'Dr Pk " *Dj pi’ tpj pi’ tpj
gi'zgikgk'z(@k) (51@'):(51“2 + >:gi'
! ’ HI%I ’ Hl%n ’ H%k H%n H%l ’
(A.6)

De plus, le vecteur normal a la surface d’énergie dans I’espace des impulsions est la restriction

du gradient aux variable p; :

Hp,
V= : (A7)
HPN
qui est bien dans le noyau de g :
o,
(9V)i = 9ijVi = 5inPj T T2 =Hp, —Hp, =0 (A.8)
Pk

g est donc bien le projecteur parallelement a H,,.

Lorsque H(q,p) = %2 + V(q), la dynamique (A.5) se réduit a

4i = p;

. D AL9)
pi=—Vy — V2 kg pi + V2en; = —Vy, + V2egin; (

PiBi On se restreint dans la suite & ce cas pour alléger le plus possible la
P

notation, mais le raisonnement présenté resterait valable pour un Hamiltonien plus général.

ou gij = 0ij —

A.2 Equation de Fokker-Planck

L’équation de Langevin ci-dessus n’est completement définie que lorsque l'on a choisi
une prescription pour l’évaluation du préfacteur du bruit'. Montrons & présent qu’avec une
convention de Stratonovich, les mesures microcanoniques sont les distributions stationnaires

de I’équation de Fokker-Planck associée. Partant de I’équation de Langevin
éi = hz(f,t) =+ V 2egiij (AlO)

et utilisant la convention de Stratonovich, on peut définir des coefficients de dérive et de
diffusion [158] :

9y
h —i—egk]a il et Dij = €GikJjk (A.ll)
Ce qui donne dans le cas présent :
OGpip;
D, = p; et D,, =V, +eyg —
¢ ’ P ! PERT Oy, (A.12)

Dpipj = E09pipr9pipi

'Le calcul effectué pour montrer que I’énergie est conservée sous-entend une convention de Stratono-
vich [147].
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A.2. EQUATION DE FOKKER-PLANCK

L’équation de Fokker-Planck se lit alors :

op_ o0 9, 9 (9 _ Ipip
ot~ og " op " apy \ap; e T ein gy, (A.13)

= —0y;pi + Op, Vy, + €0y, (gpipkapjgpjpk)

En utilisant I'expression explicite de gp,p, et le fait que g;,p,p; = 0, on trouve :

opi Y, p?Opj

Considérons a présent I’évolution d’une distribution initiale f ne dépendant que de H :

Of(H) 9 K o [0 _pip; 9
ot = g )+ Vi f 0+ e | ) = B

oP 0 9 9 [a pip; a} (A1)

@ __ 2,4+ Ly
ot o o e o

(H)] (A.15)

En utilisant aggj) = f'(H)Hy,, on trouve :

of(H)y OH  OH o[, OH  pipj OH\] _
=/ (H) [aqipz - %%i} +€8pi [f (H) (8]% - p; 8pj>] =0 (A.16)

Nous avons montré comment construire une équation de Langevin qui conserve ’énergie
et induit une mesure uniforme sur la surface d’énergie. Notons que I'implémentation de la
dynamique (A.5) est potentiellement difficile : il s’agit d’un bruit multiplicatif, ce qui est
toujours désagréable numériquement. Toutefois, il existe une implémentation tres simple de
cette dynamique, qui n’est exacte qu’a 'ordre vedt, mais & avantage de préserver ezactement
I’énergie. On tire un vecteur 7 sur une sphere de dimension IV et de rayon 1, on ajoute v2edt n
a p, que 'on renormalise ensuite pour maintenir sa norme constante. Cela revient a effectuer

la substitution

p|
p— —— |p+V2editn A7
|p + V2edt n| ( ) ( )

Au premier ordre en v/2edt, ceci s’écrit bien :
p— p+ V2edt [n—pl‘)p.‘;q (A.18)

Si ’on souhaite également conserver I'impulsion totale, on remplace dans ce qui précede n;
par n; — % > 15 Notons que ces bruits conservatifs sont bien gaussiens. Cela peut étre vérifié
soit via le calcul explicite de leur distribution, soit en remarquant qu’ils sont des combinaisons

linéaires de bruits gaussiens et donc nécessairement gaussiens.
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Annexe B

Une famille de billards

Dés la fin du X7 .X€ siecle dans les travaux de Hadamard [87], qui donna le premier exemple
de systeme chaotique, puis tout au long du X X°¢ siecle, les billards ont été des outils d’étude
appréciés des mathématiciens '. Nous allons ici nous en servir pour illustrer une transition
vers le chaos dans le cas des systemes hamiltoniens avec interaction de coeur dur.

On considere le mouvement d’une particule sur un billard bidimensionnel dont le contour
est défini par une fonction R(¢), ou R correspond au rayon du billard et ¢ a ’angle usuel avec
I'axe des abscisses (cf. figure B.3). R = C*® correspond par exemple & un billard circulaire.
Les particules alternent entre des trajectoires balistiques a vitesse constante et des réflexions
spéculaires sur les bords du billard. On peut voir un tel billard comme la limite d’un systeme
hamiltonien
_ i +p

H 2

+ V(z,y) (B.1)

ou le potentiel V' est nul a l'intérieur du billard et infini a 'extérieur. La chaoticité d’un
tel systeme provient de la forme de son contour qui influe sur la séparation de trajectoires
voisines lors d’un rebond (cf figure B.1).

Dans le cas d’un billard circulaire, il y a une deuxieme intégrale du mouvement en plus
de I’énergie cinétique : 'angle x que fait la trajectoire d’une particule avec le rayon du cercle
(figure B.2). Un systeme de deux degrés de liberté admettant deux constantes du mouvement
est intégrable et le billard circulaire nous servira de point de départ pour la transition vers le
chaos. On s’intéresse a la famille de billards obtenue en perturbant celui-ci par une fonction

périodique :

R(¢) =1+ 6 cos(2¢) (B.2)

J est le parametre qui régle I’écart au cas intégrable R = 1 (fig. B.3).

Pour pouvoir calculer les exposants de Lyapunov de ce systeme, il faut avoir acces a la

Notons toutefois que dans le cas de Hadamard, il s’agissait d’un billard dynamique, c’est & dire du mou-
vement « balistique » sur une variété de courbure négative constante, dont le rapport avec un billard usuel

n’est pas du tout évident !
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ANNEXE B. UNE FAMILLE DE BILLARDS

Fig. B.1 : La séppration de deux traj ires_initialement procheés augmente exponentiellement

avec le nombre de febonds sur surface de courbiixe_négative. Lés deux trajectoires représentées

démarrent du coin en bas a gauche et se séparent significstivement|au bout de deux rebonds sur le

cercle central.

Fig. B.2 : Encart d’un billard circulaire. Le triangle OAB étant isocele, I'angle x entre la

trajectoire d’une particule et le rayon du cercle est une constante du mouvement.

dynamique tangente. Les phases de vol balistique correspondent a
p=0  g=p (B.3)
ce qui se traduit pour les vecteurs tangents par
i, =0 Ug = Up (B.4)

Pour calculer I’évolution des vecteurs tangents lors d’un rebond, il faut analyser séparé-
ment l'influence de petites variations de vitesse et de position lors d’un impact. Ceci a été
fait entre autres lors des études de gaz de sphéres dures [49, 50, 190] et nous présentons ici
une rapide démonstration géométrique du résultat.

Les variations de vitesse lors de l'impact sont relativement transparentes, car elles ne
modifient pas la position de celui-ci. De plus, une différence de vitesse tangente dv| n’est pas
modifiée lors d’un rebond tandis qu’un décalage dans la vitesse normale au contour du billard
se retourne (figure B.4.a). De méme, un décalage de position suivant la tangente a la pente

n’est pas modifié tandis qu'un décalage de position dans la direction normale se renverse
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B.1. SECTION DE POINCARE DU BILLARD

Fig. B.3 : Forme des billards définis par (B.2). Différentes valeurs de § sont présentées, de
gauche a droite : § = 0; 0.05; 0.2; 0.5.

(figure B.4.a). Toutefois, les décalages de position d’impact induisent des décalages dans les
directions des vitesses apres rebonds. La figure B.5 montre la conséquence d'un décalage dx|
tangent a la surface. Il induit une modification 2655%” pour 'angle de sortie =Z. La composante
tangente de la vitesse, qui était V cos =, ou V représente le module de la vitesse, devient donc
VcosZ — Vsin EJLR”. Un décalage oz, se traduit par un décalage tangent dz| = oz tanZ=.
Ainsi, la matrice qui donne I’évolution des vecteurs tangents lors d’un rebond sur un billard

bidimensionnel prend la forme suivante dans la base locale (v, 6vy,dx,dx 1) :

2V cos = 2V sin=
1 0 = oo
0 —1 _2VsinE 2V sin? £
M = 0 0 1R ROCOS:. (B5)
0 O 0 -1

ou R est le rayon de courbure au niveau de I'impact.

B.1 Section de Poincaré du billard

Ce systeme possede deux degrés de liberté et 'espace des phases est donc de dimension 4.
La dynamique étant hamiltonienne, les trajectoires sont confinées sur les surfaces d’énergie
H = C%! qui sont de dimension 3°. Lors de I’évolution d’une particule sur le billard, la vitesse
reste constante entre deux impacts et évolue par saut lors d’un rebond. Une trajectoire est
donc entierement décrite par les positions des impacts (abscisse curviligne s) et la direction
de la vitesse apres impact (cosinus de 'angle de la trajectoire avec la tangente au bord du
billard p = cos ¢). On peut montrer que ces deux coordonnées, présentées sur la figure B.6,
sont conjuguées : p est le moment associé a s. La représentation (p, s) correspond en fait a
I'intersection de la surface d’énergie par un plan de dimension 2. C’est une paramétrisation

de la section de Poincaré du systeme.

2La, valeur précise de H n’est pas pertinente puisqu’elle définit simplement la norme du vecteur vitesse sans

affecter la forme de la trajectoire.
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ANNEXE B. UNE FAMILLE DE BILLARDS

a b

Fig. B.4 : a : Lors d'un rebond, la composante tangentielle de la vitesse reste inchangée tandis
que la composante normale se retourne. Le méme phénoméne se produit donc pour des différences
infinitésimale dv| et dv1 . b : De méme, lors d’un impact, les décalages tangents 0| ne changent pas
tandis que les décalages normaux s'inversent §x; — —dx, . Les décalages de vitesse n'ont aucun
effet au moment du rebond sur les positions, mais la réciproque n'est pas vraie. Les conséquences
d'un décalage dx sur les vitesses sont présentées sur la figure B.5.

Dans le cas du billard circulaire, les tores invariants correspondent a p = p(0) constant.
Soit les trajectoires qui les composent sont périodiques (I’angle ¢ divisé par 27 est un nombre
rationnel), soit elles remplissent densément la ligne p = py. C’est ce que 1'on voit sur la figure
B.7.a. Comme dans la section précédente, lorsque 'on augmente la perturbation § > 0, les
tores rationnels se cassent pour laisser place a des iles intégrables qu’entourent des zones
chaotiques. Les deux iles principales correspondent a des trajectoires présentées sur la figure
B.8.a tandis que les trajectoires périphériques correspondent & la figure B.8.b.

Lorsque § > 0, le systeme n’est plus intégrable, certaines trajectoires explorent des régions
de l'espace des phases de dimension 3. Elles remplissent de maniere aléatoire certaines zones
de la section de Poincaré. C’est ce que ’on voit sur la figure B.7.c au voisinage du principal

point fixe instable.

B.2 Naissance du chaos

Lorsque ¢ augmente, on s’éloigne de plus en plus du cas intégrable et les tores invariants
vont étre peu a peu détruits. Ceci est présenté sur la figure B.7 : le chaos apparait tout d’abord
au niveau de la séparatrice principale, puis s’étend au systéme au fur et a mesure que des tores
rationnels éclatent. Comme précédemment, la dynamique biaisée par les Lyapunov converge

alors pour v = 1 vers la zone stochastique issue du point fixe instable, qui devient de plus en
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B.2. NAISSANCE DU CHAOS

Fig. B.5 : Au premier ordre, I'effet d'un décalage dx|| tangent a la surface est de remplacer I'angle

- - — e g , , < A :
de sortie = par Z + 20=, ol 02 = 2%. L'effet d’'un décalage normal dx est le méme que celui

d'un décalage tangent x| = dx ) tan =.

plus « chaotique » lorsque 0 augmente (figure B.7.g, h et i). A nouveau, les tores intégrables
séparent les différentes régions chaotiques et les séparatrices secondaires jouent le role d’états
métastables pour la dynamique biaisée (figure B.7.j). Remarquons finalement le niveau de

détail que l'on peut obtenir sur la variété instable (figure B.7.k).
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ANNEXE B. UNE FAMILLE DE BILLARDS

Fig. B.6 : Coordonnées de la section de Poincaré dans le cas d’un billard circulaire :
I'abscisse curviligne s et le cosinus de I'angle ¢ entre la vitesse sortante et la tangente au billard ,

p = cos .
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B.2. NAISSANCE DU CHAOS

Fig. B.7 : Section de Poincaré du billard pour différentes valeur de §.a : § =0, b :
0=0,01;,c:6=0,05;,d:6d=0,1;e:6=0,2,;,f:6=0,5. Résultats de la dynamique biaisée
par les Lyapunov poura =1.g :6=0,01, h, jetk : §=0,05,i:6=0,1.
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ANNEXE B. UNE FAMILLE DE BILLARDS

a : ce type de trajectoire

dans I’espace réel.

1res

s types de trajectoi

érent

i

D

Fig. B.8
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1

trajectoire de grand |p

correspond aux structures au centre de la section de Poincaré. b :

ériques (p ne change pas de signe).

h

z

érip

correspond aux trajectoires p
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Annexe C

Application standard amortie

Pour illustrer 'algorithme dans le cas d’un systeme non symplectique, nous considérons a

présent le cas de I'application standard amortie :

kd .
= o o)

e’ —1

(C.1)

Qn+1 = qn + Pn+1

Le taux de contraction du volume de l’espace des phases est e~7. Pour v = 0, (C.1) se
réduit au cas non amorti (1.48). Ce systéme admet des attracteurs non chaotiques, mais le
franchissement des barrieres se fait via des régions de forte chaoticité. C’est un modele de
réaction chimique en milieu gazeux, ot 'amortissement est faible et les états de transition
chaotiques.

Puisque le systéme est dissipatif, les marcheurs tombent vers les attracteurs (figure C.1.a).
Ces derniers sont séparés par des trajectoires chaotiques instables qui ne sont pas visibles
aux temps longs. Sur la figure C.1.b, nous présentons le résultat de la dynamique biaisée
par les Lyapunov pour a = 3 : les marcheurs convergent vers la région chaotique instable.
Notons que le biais est suffisant pour stabiliser une structure qui n’est pas sur l'attracteur.
Le panneau de droite montre l'attracteur (rouge), les deux principales séparatrices détectées
par la dynamique biaisée (bleu) et ’état de transition (violet), i.e. les configurations visitées

lors d’une transition activée par dessus la barriere.
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ANNEXE C. APPLICATION STANDARD AMORTIE

Fig. C.1: a : Attracteurs de I'application (C.1) poury = 0.001, k = 1.33, § = 1. b : Les attracteurs
(rouge) et la région chaotique (bleu) obtenue avec la dynamique biaisée, pour o = 3. 10,000
marcheurs ont évolué avec un bruit de variance 107°. c : Attracteurs (rouge), zones chaotiques
principales et secondaires (bleu) obtenues avec la dynamique biaisée. L’état de transition (croix

mauves) coincide avec la zone stochastique et correspond & une transition d'une durée de 1000 pas

(sur un temps total de simulation de 10 millions de pas).
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Annexe D

Solution de I’équation maitresse

Considérons une chaine de Markov en temps continu :
—P C.t)=> W P(C',t) —r(C)P(C,t) (D.1)
C'4C

Une solution explicite s’écrit :

P(C,t) ZZ/dt /tndtnl /dt1

n Ci...
e (t=t)r(Cn) o,y Yo~ (tn—tn-0r(Cn1) | p(Cq)e (t1t0)r(Co) (D.2)
W(Cp-1 —Cp) W(Co— ()
P(Co,t
r(Co1) Gy L (Corto)

Celle-ci peut se comprendre simplement. On somme sur toutes les histoires possibles, c¢’est-
a-dire sur tous les nombres n possibles de changements de configuration et sur toutes les
successions de configurations C; .. .C, pouvant leur correspondre. Ensuite, pour chaque tran-
sition Cy, — Cgy1,

T(Ck>e—(tk+1—tk)r(ck) (D.3)

correspond a la distribution de probabilité de I'intervalle ¢, 1 —tx passé dans la configuration

Ci et
W(Ck — Ck-+1)

D4
(@) Oy
a la probabilité de la transition. Notons également la présence de
t
e (t=t)rCu) — 1 — [ d¢'r(C,)e @ tnIr(Cn) (D.5)

tn
qui correspond a la probabilité de ne pas changer de configuration entre t¢,, et t. En appliquant

ceci a 'équation (2.16), on obtient alors :

P(C,a,t) ZZ/dt /tndtnl /dtl

n Cy..Cp
o=t (€)1 Yo (tnta)rCams) (g )em(tito)r(Co) (D.6)
Wa(cn—l - Cn) Wa(CO - Cl)
P(Co,t
T(Cn—l) T(CO) ( 0 0)
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Wa (Cn—l - Cn)

Notons qu’ici
r(Cn-1)

(D.7)
n’est pas une probabilité et que

T(Ck)e_(tk-!—l_tk)r(ck) (D.8)

ne correspond pas a la densité de probabilité de l'intervalle tx11 — tx pour la dynamique

modifiée par a. On peut alors faire apparaitre les bons coefficients artificiellement :

. t tn l2
P(C,a,t):z Z dtn/t dtn_l.../t dt;
0

n Ci..Cn to 0
V(Cy) ! tme (Etn)raCn) | (o), (Co)e (1 —to)ralCo) (D.9)
Wa(cnfl - Cn) Wa(CO - Cl)
e P(Co,t
ra(Ca) raCy) o0
ou les YV sont définis par V(C) = e Cr)=r(C) (D.10)

et r4(Cg) est le taux d’échappement de la dynamique biaisée :

ra(Cr) = Y WalC —C) (D.11)
Cr#C

Pour obtenir la fonction de partition dynamique, il ne reste alors qu’a sommer (D.9) sur la

configuration finale. Le facteur

y(Ck)tk+l_tk — e(tk+1—tk)(ro<(ck)_7"(ck)) (D12)

traduit ’augmentation exponentielle de P(Cy, s, t) entre ty, et ty41. Z(s,t) est ainsi une somme
pondérée sur toutes les trajectoires d’une chaine de Markov modifiée : les facteurs (Ck)t’f“*t’c
et [Wa(Cr — Cri1)/7a(Ch), ra(Cp)e™ trt1=tk)7a(Ch)] correspondant respectivement aux poids
et probabilités des trajectoires. Notons que ces poids Y (C )™+~ sont toujours exponentiels
et que 'on doit utiliser une procédure d’enrichissement pour les calculer correctement avec
un nombre fini de simulations.

L’algorithme présenté a la section 2.3.3 revient alors simplement a simuler une population
de clones du systeme évoluant avec les taux modifiés W, et utiliser un pas de réplication pour

garantir ’échantillonnage des trajectoires pertinentes.
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Annexe E

Lien vers les modeles de spin et

processus d’exclusion partielle

E.1 Présentation

Nous présentons la connexion avec les opérateurs de spin sur une généralisation du SSEP :
le processus d’exclusion partielle [166]. Celui-ci correspond a un réseau unidimensionnel de L
sites pouvant chacun étre occupé par au plus 2j particules (figure E.1). Le taux de transition
du site k vers le site k+1 (resp. k+1 vers k) est 5 ny, (2j —nug41) (resp. 2% ngs1 (25 —ng)), on
ny et ngy1 sont les nombres d’occupation des sites k et £+ 1. Pour j = 3, ce modele redonne
simplement le SSEP.

Y
ke
~—

)
ke
~—7

o B

Fig. E.1 : Représentation schématique d’un processus d’exclusion partielle unidimensionnel de taille

E.2 Equation maitresse

Pour écrire I’équation maitresse dans une forme relativement compacte, nous notons nf =

ni = 1. L’évolution de la probabilité d’observer le systéeme dans une configuration {n;} est
alors :

OPURY) _ S~ W'y — (mhP((n'y) = W({n} — (W'DP({n}) (E.1)
{n'}
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ou W({n'} — {n}) est le taux de transition de la configuration {n'} vers la configuration

{n}. En utilisant la définition des taux, on obtient :

oPUn)) _ Z [ (i }) g (23 = m50)+ PO i ) (2= i)
—P({nk, nky1}) (ijnkﬂ(?j —ng) + %nk@j - nk+1))}
(2] — 07 P({n17}) + ynf P((nd)) + 62 — nf)P({ng}) + Bt P({n7})

— (any +7(2j —n1) +0(2j —nr) + Bnr)P({n1,nL})
(E.2)

Introduisons & présent une représentation non hermitienne des opérateurs de spin pour
écrire 'opérateur d’évolution associé a I’équation maitresse. Un état du systeme est donné
par le produit tensoriel des états de chaque site i : [1p) = ®;[1);). Chaque état |1);) est un

vecteur a 25 + 1 composantes , tel que 1’état avec n particules est représenté par

ot le 1 est sur la (n+ 1) ligne en partant du haut. On peut alors définir les matrices de taille
(25 +1) x (2j + 1) suivantes :

0 0 1 —Jj
st |%
1 0 0 J
Sur chaque site, leur action est donnée par
S lni) = (25 — na)lni + 1) Si Ini) =mnilni — 1) SF|ng) = (ni — j)Ina) (E.5)
et elles vérifient les relations de commutation

[5%,8%) =4+5F  [St,57] =25 (E.6)

ce qui montre qu’elles forment une représentation des opérateurs de spin (i.e. du groupe
SU(2)) de spin j.
On peut alors écrire 'opérateur d’évolution du systeme a ’aide de ces matrices. Pour

cela, on définit le vecteur [¢) =3 1, P({n})|{n}). En le dérivant par rapport au temps, en
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injectant I’équation maitresse et réorganisant la somme, on obtient :

L
8(‘;? => > %ﬁ +1(25 = 1) P({ 7ok, o1 P [k + 1, foyn — 1)
(7} k=1
+ (2] = ) Pk B Dk = L g +1)
- <2qjﬁk+1(2j — i) + 2%.77%(2]' - flk+1>> P({fg, g1 }) | Pk, 1)
+ a(2j — 1) P(i1)|f1 + 1) + vy P(fn)|an — 1)
8(2j —np)P(np)|ng + 1) + B P(np)nL — 1)
— (25 —m) +yig +6(25 — ng) + Bag] P({n, g }{n, 7))

D’apres (E.5), cela se récrit :

L
on  H= Z 2i (=SS0 + (G +Siy) G — S + 2p (=818, + (G — Sk +S7)]
o [Sp,

—a[Sf - (-5 = [ST - (G+57)] -

(=S| —-81[5; -

(E.7)

(7 +S7)]
(E.8)

La représentation a l'aide d’intégrales de chemin du propagateur associé a cet opérateur

d’évolution peut étre faite via l'utilisation d’états cohérents [177]. On obtient alors dans la

limite hydrodynamique la correspondance annoncée :

S.=2p—1 Sy =2(1—-ple? S_=2pe?

(E.9)

Notons que S n’est pas le hermitien conjugué de S_ car la représentation (E.4) des opérateurs

de spin n’est pas la représentation hermitienne usuelle de SU(2).
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Annexe F

Fermions et formes différentielles

Dans cette section, nous allons mettre en évidence la relation entre les formes différen-
tielles® et les fermions [196]. Considérons une forme différentielle générique de degré k, définie
sur une variété différentielle de dimension 2N (I’espace des phases!), que I'on décompose sous
la forme :

w=dz' Aw +wo (F.1)

ou w1 et wy sont des formes différentielles de degré k—1 et k ne contenant pas dxi. A représente
le produit vectoriel (ou produit extérieur) usuel. De maniére analogue, en notant d;r, d; les

opérateurs de création et annihilation fermionique, une fonction d’onde a k fermions s’écrit :
) = dfr) + [o2) (F.2)

ou 1) et |1hg) sont des fonctions & k — 1 et k fermions, ne contenant pas de fermion dans

Iétat 1.

F.1 Produits extérieur et intérieur

T

i

Le produit extérieur par dx; correspond alors a I'action d’un opérateur de création a
dz; Aw =dz; Aws = a;r|1/)> = a;r|¢2> (F.3)

Les propriétés d’antisymétrie sont bien respectées :
dldl +didl =0 du; Adaj+daj Adz; =0 (F.4)

Notons également que les formes génériques des décompositions des fonctions d’onde et des

formes différentielles sont similaires :

2N 2N
w = Z Z wil‘,.ikdwil VANERRIVA dl‘ik & "Lﬂ> = Z Z ¢“2de - dzk’—> (F5)

k=0141...ip k=0141...ij,

'Pour plus de renseignements sur les formes différentielles, consulter [38, 162]. Une bonne alternative, plus

abordable pour les physiciens, est le chapitre 5 de 'ouvrage de Nakahara [137].
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ou les w;,. 4, et les v, ;, sont anti-symétriques.

2

De méme, le produit intérieur” i » par un vecteur de base de ’espace tangent % corres-
. K2

Ox;

pond & l'action d’un opérateur d’annihilation d;. En effet, on le vérifie sur les formules (F.1)
et (F.2):
io (W)=wr  ail) =[t) (F.6)

ox;

F.2 Dérivée extérieure

La dérivée extérieure d est une application linéaire qui envoie une forme de degré k sur

une forme de degré k + 1. Par définition, son action sur une forme w du type (F.5) s’écrit :

0
dw = Z %jwilmikdxj VAN dZL‘Z'1 VANERRIVA dl‘ik (F7)
J

Cela est évidemment similaire a 'action de QT sur une fonction d’onde du type (F.5) :
QM) = —i S L, alal, . .al 1) (F.5)
=3 _ Bz i1 G - Gy )
J

Si l’on note Hy, I'espace des formes différentielles de degré k, d induit la séquence (également

appelée complexe de De Rham) :

Ho B H, 4. H, % Hoy (F.9)
ol d; est la restriction de d aux formes différentielles de degré i.

Pour la méme raison que Q2 = 0, il est également vrai que d®> = 0. Ainsi 'image de d; est
incluse dans le noyau de d;11. Un élément du noyau de d; est une forme différentielle fermée
de degré i, tandis qu’un élément de son image est une forme différentielle exacte de degré
i+ 1. Notons que si une forme différentielle exacte est nécessairement fermée, la réciproque
n’est pas vraie, des lors que les formes différentielles ne sont pas définies sur un ouvert étoilé
de R?N. L’espace quotient du noyau de d; par 'image de d;_; - c’est-a-dire ’ensemble des
classes d’équivalence des formes différentielles de degré i qui sont fermées sans étre exactes
- est nommé ¢ groupe de cohomologie de De Rham. Sa dimension est le i nombre de Betti
B; de la variété.

Notons finalement que la conjugaison particule-trou nous permet de revenir a notre pro-

bleme initial : si 'on pose d; = cj», d!

; = ¢; et que l'on échange le role des secteurs a k et

2N — k fermions, QT devient alors Q, et c’est bien cette derniere qui joue le role de dérivée

extérieure.

20n rappelle que le produit intérieur de la forme dz;, A--- Adw;, par 6% est simplement dx;, A- - Adw;, .
i1
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Annexe G

Evaluation de la contribution d’une

orbite périodique

Calculons la trace correspondant aux degrés de liberté bosoniques. Supposons tout d’abord

que la densité de probabilité est gaussienne :
1
P(X,t) = exp (-2 Bij (1) (X — XP(1)) (X; — X7(t)) + C(t)> (G.1)

ott X?(t) doit étre déterminé et C(t) est un facteur de normalisation. P(X,t) évolue selon
(7.9) :
oP 0 0
— = — + Al x| P G.2
ot~ om < K gy T xﬂ) (G-2)

ce qui donne :

oP
T (X; — X))(X; — XJ)(BDB — BA®);; — (X; — X)X BA{; — DBy, + A;k} P (G.3)
D’autre part, en dérivant directement (G.1), on obtient :
opr Bj; : .
S5 = P | =X = XO)(X; - XD) 4 By X)X, - X0) + C(0) (G.4)

En égalant les équations (G.3) et (G.4), il vient :
—B =2 (BDB) — (BA®) — (BA®)!
BX’ = —~BA°X’ (G.5)
C(t) = —Tr(DB — A°)

La premiére équation impose pour B~ :

%B_l =2D - AB ! - B !Af (G.6)
ce qui s’integre en
t
B1—2 / VMU (#)DUT (#)UT (0)dt’ + U)o U (1) (G.7)
0



ANNEXE G. EVALUATION DE LA CONTRIBUTION D’UNE ORBITE PERIODIQUE

En multipliant la seconde équation de (G.5) par B~! & gauche, on trouve :
XP =45 X0 (G.8)
ce qui signifie que XY suit ’évolution & bruit nul. L’équation (7.13) nous dit alors que
XP(t) = Ug(t) X2(0) (G.9)

est une solution de (G.8).

De la normalisation de P, on déduit :

det B(t) o
TR L) (G.10)

qui satisfait la troisieme équation de (G.5). Partant de P(X,0) = §(X —Y), i.e. X°(0) =Y

et B;;(0) = A1im Adjj, la densité est :

Py(X.1) = dg]?J(vt)e’i”(Xi‘UWXﬂ"UW (G11)
™

La trace est alors donnée par

/det B (2m)N
/PY (Y = (2m)N \/det 1—-Ue<(t ) det B det (1 — U(t)) (G12)

1
|det (1 —U°(t))]

(G.13)

soit /PY(Y, t)dY =

P . . . N 5 . . ) 1
Ainsi, la contribution bosonique & la trace d’une orbite classique est [det(i=09)]*

La contrepartie fermionique a cette contribution est obtenue en prenant
Z)\p Tr (Te [ Agele )‘ - ZAP S (eiyoee, Te TAG4G el =) (G.14)

7'17 7ZP
ou le produit ordonné dans le temps est défini le long de la trajectoire classique. Calculons

p ferm.

tout d’abord le terme (—|c;,...c;, 7 e~ fAfJCZCJc ) \—) En utilisant
(Te N A”cz > C;fl (Tefo AfJCZC) Uzckn( ) ;fk (G.15)

qui se vérifie simplement en dérivant droite et gauche par rapport au temps ¢ et en notant

O="Te A cles , on trouve :
(~leiy i, Ocl. . “\—>:<—y%,...e» Ocl 071 0c!  07'..0d 0—1\—>

= |C“" CZPZ Jpip Jp Z Jp—1tp—1 Jp 1° Z Jita Jl

Jp—1

- Z H ]klk |Ci1" -Ci, € ] yeee |—>

Ji.-gp k=1
(G.16)
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Pour que I'un des termes ne soit pas nul, ji,--- ,j, doit étre une permutation de i1, - , .

Le produit scalaire est alors simplement égal au signe de la permutation, et I’on obtient :

(—leiys i, Ocl el | =) = det, U, (G.17)

>lp

™ (&
ou detp U

présent calculer la fonction génératrice des contributions fermioniques :
t e o
Z MNTr Te™ Jo Afjcl e = Z AP Z det,, Ufhm’ip
p p i17"'7ip (G18>
= det (1+ AU(t))

ip €t le mineur d’ordre p de U¢(t) associé aux directions i1, ...,iy. On peut a

p fermions

Finalement, la fonction génératrice de la contribution d’une orbite périodique classique ‘c’

est :
det (1 4+ AUC(¢t
T\ 1) = — (L+AU“(1)) (G.19)
[det (1 - U°())]
det(1 + AU*(t))
et nous trouvons donc : T(\t) = (G.20)
01%5 | det(1 — U<(t))]

classiques ¢
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Annexe H

Développement gaussien - WKDB

Considérons un unique point col (nous omettons l'indice « ¢ ») que nous supposons a

l'origine sans perte de généralité. Supposons de plus V' développé au second ordre en ¢; et

la Hessienne 8‘2_ (;2 -(0) diagonalisée. Nous pouvons donc traiter séparément chaque mode et
V)

considérer de maniere équivalente un probleme unidimensionnel. Nous abandonnons donc les
indices 4, j pour alléger la notation. Nous désirons alors construire pour chaque point col un

vecteur propre a droite de valeur propre nulle au premier ordre en 7' :

He[phEy =0 (H.1)
Il doit donc exister A tel que
82 " 0 0 hR hR
< 5—**'@ -V q8+p> [y ™) = Alvy™) (H2)

(V”bTa +~bTh — aTb) WhR> )‘W Ry

Regardons tout d’abord la partie fermionique. Dans la base |—), [af), [b1), [aTb!), celle-ci se

lit :
0o o 0o 0
Hform. = 8 VO// _Wl g (H3)
0 0 0 ¥

Le spectre et les vecteurs propres correspondants s’obtiennent simplement :
A= 0 ) =)
1
A= % £V AV Y = —y £ /72 — 4V al) + 217 b1 (H.4)
A= o [Bf) = la)

En ce qui concerne la partie bosonique de (H.2), la forme gaussienne du vecteur propre

permet de calculer explicitement le membre de gauche :

1 y p2 q2
Hin W08 = (B = 301+ C =By = Bl + (V' By = 182) s

pq
+(=27Bp By + V"' By — Bog) o2 ) [04F)
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ANNEXE H. DEVELOPPEMENT GAUSSIEN - WKB

Le préfacteur du terme quadratique doit étre égal a zéro. D’autre part la gaussienne doit étre
bien normalisée, i.e. les vecteurs propres de B doivent étre positifs. Apres un calcul simple
mais long, deux solutions sont possibles en fonction du signe de V" :

e si V" >0, alors By, = 5, Byy =0 et By, = VTH Cela correspond a une valeur propre 0

§7
pour la partie bosonique et la partie fermionique correspondante est donc le vide :

_ 1 /2 "2
i) = e @) | (H.6)

. /~2 4V " 2_Ay 1
e si V" <0, alors By, = 727 By = VT et Byy = V"Y1 ——.

/ 2 4vu

partie fermionique correspondante (—y — /72 — 4V")|a®) + 2V"|bT) :

a une valeur propre —3 + pour la partie bosonique qui est compensée par la

_V2-av o oy L v
W) = o VIO g

2= AV7)at) + 2V ) (HL7)
Le méme développement pour HT mene a

e si V" >0, alors By = 5, Bpg =0 et Byy = VTH Cela correspond a une valeur propre 0

27
pour la partie bosonique et la partie fermionique correspondante est donc le vide :

[hisg) = emar PV @ ) (H.8)
e si V" <0, alors By, = \/m , Bpy = _VTH et Byy = _V//@'

7 + 7”7_4‘/” pour la partie bosonique, qui est compensée par la
partie fermionique correspondante (y + /72 — 4V")|al) + 2|bT)

a une valeur propre —

_\/m 2_ 142 1y
() = e mr PV M g (4 A2 —avlal) + 21)) (1)
La structure du spectre peut étre directement lue dans les vecteur propres : une direction
stable correspond & une absence de fermion alors qu’une direction instable correspond & un
vecteur propre a 1 fermion. Nous avons montré que les vecteurs propres a droite et a gauche
de valeur propre nulle sont des gaussiennes a cet ordre dans la base intermédiaire, mais on

voit qu’ils ne sont pas pour autant égaux.
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Annexe 1

Dynamique biaisée par les

Lyapunov et limite de faible friction

Nous avons vu dans la section 6.2.0.1 que la dynamique biaisée par les Lyapunov et
I’évolution des fonctions d’onde & k fermions sont intimement liées. La principale différence
vient du couplage au bain thermique : le systeme de Kramers est en équilibre tandis que
la dynamique biaisée par les Lyapunov utilise le bruit comme un artefact garantissant la
diversité des clones. De plus, alors que le résultat de la dynamique biaisée par les Lyapunov
s'interprete directement comme un biais dans l'espace des trajectoires, une transformation
(6.6) est nécessaire dans le cas des chemins de réaction pour remonter des marcheurs aux
fonctions d’onde du Hamiltonien supersymétrique. Dans cette annexe, nous faisons le lien
entre ces deux approches en montrant comment prendre la limite v — 0 dans le formalisme

supersymétrique des équations de Kramers.

I.1 Limite v — 0

La maniere la plus simple de prendre la limite de friction nulle est simplement de poser

v = 0. Les équations d’évolution (5.34) se réduisent alors & ’évolution hamiltonienne :

. OH ) OH
qi = B Di = — 9 (I.l)

L’évolution des densités de probabilité P(q,p) s’obtient alors via 1’équation de Liouville :

op N osoH 6 OH 8

L’opérateur d’évolution supersymétrique se réduit finalement a

N 2 2
s _Z (87—[ 0 OH 0O > 0“H bt 0“H (bj;bj —a;ai) (L3)

H )+ bla — ————alb + i
" &= \0qidpi Opidgi) " 0qidg; T Opidp; T Opda;
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ANNEXE I. DYNAMIQUE BIAISEE PAR LES LYAPUNOV ET LIMITE DE FAIBLE FRICTION

Il correspond a la supersymétrie des équations de Hamilton [52, 53, 83, 130, 143, 144]. Hﬁ
admet un groupe de symétries beaucoup plus large que celui de H que nous avons présenté

a la section 5.2.1. Il est généré par 'opérateur dont I'action est de multiplier par H' et par

N N
i=1 i=1
N N
0 0 0 0
- g + —b; — KT _ L — f
o Z; <3qz‘aZ * Ipi bl) Qo =K, @l Z; <8q,~ " 31%&2)
B oM, OH B N (oH | OH,
Qs = [Q2,H __ZZ<8(]Z i%) Q4—[Ql,H]———Z;<aqiaz+apibz>-
(1.4)
Les charges supersymétriques sont nilpotentes :
Q=@ =Q=Qi=0 (L5)
et telles que Hf[ =(Q1+Q2+ Q3)? (1.6)

L’étude de cet opérateur est non triviale, car la définition de ’espace de Hilbert sous-jacent
est rendue difficile par ’absence d’opérateur dérivée du deuxieme ordre. Rien ne garantit
d’avoir un spectre discret et toute I’analyse construite précédemment pour H n’a pas de raison
d’étre valable. Si nous voulons prolonger au cas hamiltonien 1’étude faite précédemment, il
faut donc prendre la limite v — 0 moins « brutalement », ce que nous faisons dans la section

suivante.

I.2 Friction nulle et température infinie

Nous venons de voir que 'extension supersymétrique dans le cas purement hamiltonien
pose probleme car l'espace de Hilbert sous-jacent est difficile a définir proprement. Ceci
est dli a I'absence d’opérateur de dérivation du second ordre dans I’'Hamiltonien Hy;. Au
contraire, dans le cas de Kramers, la présence de bruit et de friction soigne cette pathologie

via DPapparition du Laplacien partiel vT' 3", 25, qui rend Hg hypoelliptique [90]. Notons

) 8 2’
que c’est la présence de bruit, et non de frlctlon qui est responsable de ’apparition d’un
opérateur diffusif. Le préfacteur de ce Laplacien étant ~T', il est tentant de maintenir ce

coefficient constant, tout en envoyant ~ a zéro, c’est-a-dire de prendre la limite

v—0 T — o0 YT =¢ (L.7)

Lou par n’importe quelle autre constante du mouvement.
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1.2. FRICTION NULLE ET TEMPERATURE INFINIE

Les équations du mouvement sont alors :

OH oH
Lo 5 — + v 2en; I.
qi Op; Di d4; EN; ( 8)

ou les n; sont N bruits blancs gaussiens de variance 1. On reconnait les équations du mou-

vement (1.30) introduites lors de ’étude des grandes déviations de 1’exposant de Lyapunov.
L’évolution d’une densité de probabilité dans I’espace des phases suit

N o2
oP(q,p;t) 3 9“P(q,p;t)
—_ = P e

5 o2 ULPlapit))

=1 (1.9)

N

? OH O OH D

= —H’}—(75P(q,p, t), HH,E — Z |:_52 i .
i1 dOp;  Op;0q;  Oqg; Op;

La présence du Laplacien rend cet opérateur hypoelliptique. Notons toutefois que 1’espace
de Hilbert n’est bien défini que pour un espace des phases compact. En effet, on vérifie
trivialement que la mesure plate est ’état stationnaire de la dynamique (1.9). Pour que ce
vecteur propre soit normalisable, il est donc nécessaire que son support, i.e. ’espace des
phases, soit borné. Une alternative est fournie par 1'utilisation d’un bruit multiplicatif qui
conserve la valeur du Hamiltonien H. Toute mesure plate sur une surface d’énergie est dans
ce cas stationnaire et le probléme est bien défini dés que le Hamiltonien est confinant (cf.

annexe A).

1.2.0.1 Extension fermionique et symétries

Lorsque 'on prend la limite v — 0, T — oo avec 41" = € constant, I’extension supersymé-

trique (5.39) de l'opérateur de Kramers se transforme en

N
P*H PH 4 O*H
H. = Hy. " bla; — ——alb;

€ H, + Z <8Qiaqj‘ za’J apiapjaz J +

(bib; — a;-ai)> (1.10)
ij=1

94;0p;
La partie fermionique est la méme que pour le cas purement hamiltonien (I.3) tandis que son
pendant bosonique a changé. Insistons a nouveau sur le fait que ceci est parfaitement normal
puisque que la partie fermionique correspond a une linéarisation pour une réalisation du bruit
donnée des équations du mouvement. Le groupe de symétries de H. est plus réduit que celui
du cas purement hamiltonien. Notons tout d’abord qu’a nouveau, le nombre de fermions est

une symeétrie :

N
F=> (ala;+blb;)  [F,H]=0 (1.11)
i=1
Il existe de plus quatre autres opérateurs de symétrie :
N N
N 5 N (I.12)
) =[K", Q_ =—i — b — f K_ = ibi
Q=1x1,01- = i3> (5l ~ el >
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En outre, si 'on introduit

N
, 0  OH\,; OH
A=— bl — ! I.13
Z; (Eapi N 3%‘) C op (1.13)
cet opérateur satisfait H. ={Q, A} (I.14)

Toutefois, A n’est pas une symétrie de H et A% # 0. En effet, on vérifie directement

2
A2:—5Zai';.ajbj et [A H] =[A% Q] (1.15)
i

Dans le cas o H = %2 + V(q), cette structure se simplifie légérement :
A=Kt [AH] = [A%,Q) = —e[K¥,Q] = —<Q (116)

Dans le cas général, un calcul similaire pour ) montre que

N
H= {Q,iZE;pr—i—[H,Q]} (1.17)
i=1 v

Bien que nous ayons perdu la structure supersymétrique globale, ’existence des symétries
ci-dessus continue d’assurer au spectre une organisation particuliere. Cette derniére est tou-
tefois radicalement différente du cas présenté pour la dynamique de Kramers. En effet, tout
d’abord il n’y a plus de gap d’ordre 1. Les équations (I.8) induisent une diffusion en énergie
et le gap entre 1’état fondamental et le premier excité est d’ordre . De plus, les structures
de paires ont disparu. Il reste toutefois un élément intéressant : les vecteurs propres isolés
de valeur propre nulle continuent d’avoir un sens topologique. Ils sont liés aux séparatrices
n’étant pas continument déformables vers un point. Comme nous ’expliquons dans la section
suivante, 'existence d’états fermioniques de long temps de vie correspond numériquement a
des distributions anti-symétriques stables de marcheurs. Ces dernieres nécessitent une faible
probabilité de « retournement » des vecteurs et nous pensons que le nombre de tels états
peut ainsi étre associé aux nombres de séparatrices « topologiques ». Cette ligne de recherche
reste ouverte et nous espérons que l'intérét de la communauté mathématique pour ces pro-

blemes [24, 92] permettra de faire le lien avec notre approche.

1.2.0.2 Des marcheurs aux fermions

Nous avons vu ci-dessus que dans la limite v — 0, T — oo et 7¥T = ¢, la structure
supersymétrique ne survit que partiellement. Nous montrons en outre ci-dessous que si les
algorithmes introduits pour trouver les chemins de réaction et les grandes déviations sont
similaires, ils ne convergent pas vers les mémes régions de ’espace de Hilbert sur lequel sont

définies les densités de probabilité des marcheurs : les chemins de réaction correspondent a
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des distributions anti-symétriques en v alors que les grandes déviations sont typiquement
dominées par des structures symeétriques.

L’efficacité de l'algorithme introduit a la section 6.2.0.1 pour la recherche de chemin de
réaction est due au fait que 'on est rarement confronté au probléme de signe au niveau
du chemin de transition. A partir des distributions F(q, p,v) vers lesquelles converge 1'al-
gorithme, on peut donc en général reconstruire les fonctions d’onde [¢) via I’équation (6.6).
Pour comprendre intuitivement cela, reprenons le cas du double puits de potentiel. Au niveau
du point col, un vecteur tangent au chemin de réaction pointe soit vers le puits de gauche,
soit vers le puits de droite. Son orientation au niveau du point col sera ensuite conservée
le long du chemin. Imaginons que nous démarrions une simulation avec des populations de
nr, = N/2+dN et np = N/2— 0N marcheurs orientés respectivement vers les puits de gauche
et de droite. N < N est une légere dissymétrie initiale qui rend compte de I'impossibilité
en pratique d’avoir une distribution parfaitement symétrique. Les équations d’évolution de

ny, et ng sont schématiquement :
nyp =anp + T ng=anp+1T ng+np =N (I.18)

Le terme proportionnel a n, traduit le clonage et ne dépend pas de 'orientation des vecteurs,
seulement de leur position. Il est donc égal pour ny et ng. I' impose la constance de la
population totale, que I’on impose via la troisieme équation®. En la dérivant, on obtient :
np+nr N

—a L1

I'=—-«o

Les équations du mouvement se réécrivent donc :

N
ny, :omL—a? T’LR:anR—aE (1.20)

dont les solutions satisfaisant les conditions initiales choisies sont :

N N
nL= o + 6 Ne™ nR =5 = SNe (I.21)

Ainsi, la différence initialement tres faible s’amplifie exponentiellement avec le temps et la
distribution finale de vecteur est anti-symétrique ®>. On peut alors reconstruire les fonctions
d’onde fermioniques en utilisant (6.6).

Dans le cas de la dynamique biaisée par les Lyapunov, un marcheur qui s’échappe du
point col le long de la séparatrice y revient au bout d’un tour. Il arrive & ce moment avec
une orientation orthogonale a la variété instable et peut donc repartir soit dans la méme
orientation qu’au tour précédent, soit avec une orientation contraire. Nommons [ le taux

avec lequel les vecteurs changent leur orientation lorsqu’ils reviennent dans le voisinage du

2qui correspond en quelque sorte au troisitme pas de lalgorithme.
3Notons que ceci est un phénoméne connu en écologie : deux espéces ne peuvent partager une méme niche

écologique.
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point col. Ce taux ne dépend pas de l'orientation des vecteurs et est typiquement supérieur

a . Les équations d’évolution des n, sont alors :
ny = (a—pB)ng + Pne +T ng = (a— B)ng + fn1 + T ny+ny =N (1.22)

On trouve a nouveau I' = —a%. En faisant la différence des deux équations d’évolution et en
posant u = ni — ng, on obtient :
= (a—20)u (1.23)

Des que 8 > «a/2, la moindre différence entre les populations n; et ng tend vers zéro et
c’est la composante symétrique de la distribution de marcheurs qui ’emportent. L’approche
supersymétrique ne décrit plus les distributions vers lesquelles I'algorithme converge, puisque
l’on ne peut plus reconstruire les fonctions d’onde en utilisant (6.6).

Un raisonnement différent, qui aurait pu nous faire aboutir au méme résultat, est le sui-
vant : les fonctions d’ondes & 1 fermion correspondant aux courants de réaction sont les
images par Q de fonctions d’onde & 1 fermion, dont les valeurs propres sont nécessairement
positives®. Ainsi, le taux de réplication moyen est dans ce cas nécessairement inférieur & 1. Au
contraire ’exposant de Lyapunov A; est par définition positif pour les systeme hamiltoniens.
Ainsi <e/\1t> doit étre supérieur a 1. Ceci correspond & un taux de réplication supérieur a 1
et les vecteurs correspondant n’ont donc rien a voir avec le spectre d’un éventuel opérateur

d’évolution fermionique.

4Le taux de clonage moyen est proportionnel au plus grand exposant de Lyapunov A1, qui ne doit pas étre
trop important pour que I’on puisse encore parler de chemin de réaction. Au contraire, § est lié au temps mis

par un marcheur a revenir vers le point col, qui est d’ordre 1.
®Théoreme de Perron-Frébenius.
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